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Absztrakt vektortér definicioja

Legyen V egy halmaz, I egy test (pl. valds vagy komplex szamtest), és

legyenek adottak a + : VxV— V ésa-: I'xV— V miveletek. Tegylk
fel, hogy barmely a, b, c €V, A, u eI" esetén

Vl:(a+b)ytc=a+(b+c) (asszociativitas)
V2: a+b=b+a (kommutativitas)

V3: Létezik olyan oe Velem, hogy barmely ae Vesetén a+o=a
(nullelem 1étezese)

V4: Barmely ac V esetén letezik olyan o’ V, hogy a +a’ = o,
ahol a’ =(-1)-a , az a ellentettje. (ellentett 1étezése)

V5:(Atw)-a=A-a+tu-a
V6: A-(a+b)=A-a+1-b
VT7:A-(u-a)=Aw) - a
V8:1-a=a
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i Absztrakt vektortér definicioja (folyt.)

Ekkor V-t a I test feletti vektortérnek, V elemeit vektoroknak,
I" elemeit skalaroknak hivjuk.

I =R esetén valos vektorterrol, I = C esetén komplex
vektortérrol beszéllink.

A V1-V8 tulajdonsagokat vektortér-axiomaknak nevezzik.
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Analdg modon értelmezheto lin. algebrai fogalmak
absztrakt vektorterekben

= Linearis kombinacio:
Legyen Vegy I test feletti vektortér.
Legyenek a,, a,, ... ,a, V-beli vektorok és Ay, 4,, ..., 4, eI skalarok.

Ekkor a A;-a,+ 2ya,+ ... + Jy-a, € V vektort az a, ..., q, vektorok 4, ...,
A Skalarokkal vett linearis kombinacidjanak nevezziik.

= Trividlis linearis kombinacio

» Linearis fliggetlenség, 6sszefliggoség veges sok vektorra
Kiegészités:
Egy H < V vektorhalmaz linearisan fliggetlen, ha minden véges

részhalmaza linearisan fiiggetlen. Ellenkezd esetben H linearisan
Osszefiiggo.

= Rang
= Generatorrendszer, bazis
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absztrakt vektorterekben (folyt.)

| Analog modon ertelmezheto lin. algebrai fogalmak

= Dimenzio:
=Ha egy vektortérnek van véges bazisa, akkor igazolhatd,

hogy a vektortér minden bazisa ugyanannyi vektorbdl all.
Ezt a szamot a vektorter dimenziojanak nevezziik.

=Ha egy vektortérnek nincs véges bazisa, akkor a
vektorteret vegtelen dimenziosnak hivjuk.

= Megjegyzeés:
Véges dimenzios vektorterekben hasznalhatd a
bazistranszformacio algoritmusa.
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Példak absztrakt vektorterekre

. V=R" I'=R
+ és * mUvelet a tanult modon értelmezve
valos vektortér

2. V=C"a komplex szamokbdl képzett rendezett n-esek halmaza, =R
vagy C

s /=R esetén valos vektortér

s [=Cesetén komplex vektortér

= + és * mivelet a tanult modon értelmezve
= nullelem: (O, ... ,0);

= a(z, ...,z)eC" " ellentettjie: (-z, ... ,-z,)

« /=R esetén bazis: (1, ...,0), (i, ... ,0), ..., (O, ... ,1), (O, ... ,i) =
2n dimenzids vektortér

« [=Cesetén bazis: (1, ... ,0), ..., (0, ... ,1) = ndimenzios vektortéer
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Példak absztrakt vektorterekre (folyt.)

V=R ™" avalos szamokbdl képzett m xn-es matrixok halmaza, =R

valos vektortér

+ és * mUvelet a tanult modon értelmezve
nullelem: m xn-es nullmatrix

dy,  dp
az 4, ="

A1 A

1 0

0 0
bazis: P

m-n dimenzios

a,

n

a,

n

ellentettje
0
0
0 0

—A

mxn

a, —a,
a,, —a,,
—d —d
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Példak absztrakt vektorterekre (folyt.)

+ V=C™" akomplex szamokbol képzett m xn-es matrixok halmaza,
I'=R, vagy I'=C
= + €s - mlvelet a tanult modon értelmezve
s /=R esetén valos vektortér, 2m-n dimenzids
= [=Cesetén komplex vektortér, m-n dimenzids
5. V=LR™R™ = {A: R">R"| Alinedris}, az R™—R" tipusu linearis
leképezések halmaza, I'=R
= + €s - mlvelet a tanult modon értelmezve
= nullelem: 0: R">R", x> o
= az A: R"—>R" linedris leképezés ellentettie A”: R"—>R" melyre
A'(x) = - A(X), minden xeR" esetén
= valds vektortér
= igazolhato, hogy m-n dimenzios
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Példak absztrakt vektorterekre (folyt.)

6. V = Pg, a valos egyiitthatos polinomok halmaza, =R
= + és - mlvelet pontonként
= nullelem: 0: R—>R , x— 0 (azonosan nulla polinom)
s a p(X) =gy+ a;x+ ayx?+ ...+ a,x" polinom ellentettje:
-p(X) = — 8y — ayX—ayX?—...— ayXx"
= Vvalos vektortér
s bazis: gg:R—->R , x> 1, :R>R, x> Xx ¢ :R->R,x—> x2; ..
= végtelen dimenzids
7. V= Py, a legfeljebb n-ed foku valds egyiitthatds polinomok halmaza,
I=R
= mUveletek, nullelem, ellentett ua., mint elobb
= Vvalos vektortér
s bazis: gg:R—->R , x> 1, :R>R, x> X ...; G, : R>R, x—> X"
= N +1 dimenzids
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Példak absztrakt vektorterekre (folyt.)

s. V= RN avalds szamokbdl allo végtelen szamsorozatok halmaza, I=R
= + és * mivelet a tanult modon
= nullelem: 0O, 0, 0O, ...(azonosan nulla sorozat)
= az (a,) sorozat ellentettje: (-a,)
= Vvalos vektortér
« bazis: a4,:1,0,0,...;, &:0,1,0,..; a:00,1,..;
= végtelen dimenzids

o. V=RI={f IR}, az IcRintervallumon értelmezett valos fliggvények
halmaza, I=R

= mlveletek pontonként
= Vvalos vektortér
= végtelen dimenzids
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i Példak absztrakt vektorterekre (folyt.)

1. C(I)={f. I->R|f folytonos }, I'=R
D (I)={f  I>R|f differencidalhatd }, I'=R
S(I)={f I>R|f integralhatd}, I'=R
s nyivan D(I)cC{I)c=S(I)cR!
= mindegyik végtelen dimenzios vektortér
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i Alterek absztrakt vektorterekben

Altér: analog definicio: Legyen Vegy a I test feletti
vektortér. A H c V vektorhalmazt altérnek hivjuk a VvV
vektortérben, ha barmely a, be H vektorok és barmely
le I'esetén a+b eH €s i-a eH is teljesll.

H zart a vektormuveletekre.

Megjegyzések:

= Egy altér mindig tartalmazza a vektortér nullvekto-
rat.

= Egy vektorter altere az 6rokolt mlveletekkel maga

is vektorter, teljesiilnek benne a V1-V8 vektortér-
axiomak.
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i Példak alterekre

x P, altér a P, vektortérben.

= RVvektortérben alteret alkotnak a korlatos soroza-
tok, azon belll a konvergens sorozatok, azon beldl
a 0-hoz konvergald sorozatok.

s D(I)cC(I)cS(I)cR! egymas alterei.
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i Absztrakt vektorterek kozti linearis leképezések

Linearis lekepezés: Legyenek V és W azonos test (I7)
feletti vektorterek.

Az A: V- W leképezést linearisnak nevezzik, ha
barmely x,y eV és 1el esetén

A(x+y)=AK)+A(y) additiv
A (A-x)= 1-A(x) homogeén

Megjegyzés: magter, képtér fogalma analog modon
értelmezheto.
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i Példak linearis leképezésekre

1. Legyen V< RV a konvergens sorozatok vektortere.
A: V>R, (a)",~lima,

2. A: Pr—P,, pp' (derivalas)
5 A:SUI)-R, felf
. wiLR"RY—>R™, A M(A)

5. At RVSR, (a).— a (k eNrogzitett)
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i Megjegyzeések

= Legyenek V és Wa I' test feletti vektorterek.

A V — W tipusu linearis leképezésekre a korabbiakkal ana-
l6g modon értelmezheto az 6sszeadas €s a skalarral valo
szorzas muvelete.
Megmutathato, hogy aL(V, W) = {A: V— W/| A linearis}
leképezesek halmaza ezekkel a muveletekkel vektorteret
alkot.

= Specialisan legyen V a I' test feletti vektorter.
ALV, ") ={A: V> I'| Alinearis} vektorteret a V/ vektortér
dualisanak nevezzik és V * -gal jeloljik.

s A VW tipusu linearis leképezésekre a korabbiakkal

analdog modon értelmezhetd a magtér, a képtér és a rang
fogalma.
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i Linearis leképezés matrixa

= Legyenek Vés W azonos test feletti veéges dimenzids
vektorterek, legyen dim(V') = m és dim(W) = n.
B, legyen bazis a V vektortérben, B, pedig legyen bazis a W
vektortérben.

Legyen A : V— W/inearis leképezés. Az A linearis leképezés
B,-B, bazisokra vonatkozo matrixan azt az nxm-es matrixot
értjlik, amelynek oszlopaiban a B, bazis elemeihez rendelt
képelemek B, bazisra vonatkozo koordinatai allnak.
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i Izomorf vektorterek

» Linearis izomorfizmus: A bijektiv linearis leképezé-
seket linearis izomorfizmusoknak nevezzik.

= Izomorf vektorterek: A V és W vektorterek izomor-
fak, ha letezik A : V> W linearis izomorfizmus.
Jel.: V= W

= Struktura-tetel: Két azonos test feletti véges
dimenzios vektortér pontosan akkor izomorf, ha
dimenzidéjuk megegyezik.

R vektortér/18



i Nullitds-rang tetel

= Nullitas: Legyen A : V— W linearis leképezés. Az A
magterének dimenzidjat az A linearis leképezes
nullitasanak nevezziik. Jel.: n(A)

n(A)=dim (ker (A))
= Nullitas-rang tétel:
Legyen A : V= W linearis leképezeés, ahol V véges
dimenzios. Ekkor:
n(A)+r(A) = dim(V),
azaz A nullitasanak és rangjanak osszege egyenlo V
dimenzidjaval.
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