Improprius integral
Elmélet

Definition 1 (Definicié) Legyen a,b € R, a < b, és tegyiik fel, hogy f integrilhaté az
(a,b) intervallum minden zdrt részintervalluman. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény improprius
integrdlja (a,b)—n konvergens, ha f valamely ¢ € (a,b) helyhez tartozo

:/f, ha z € (ab),

integralfiigguényére a
lim G(z) és lim G(z)

r—a+ r—b—

hatarérték létezik és véges. FEkkor az

I = lim G(z) — lim G(x) = hm f— lim /f

r—b— r—a+ x—b r—a+

szamot az f fiigguény (a,b)—n vett improprius integrdljanak mondjuk, és az

b/f vagy 7f (x) dx

szimbolummal jeloljik. Ha f improprius integrdlja (a,b)—n nem konvergens, akkor divergensnek
mondjuk.

Az improprius” latin eredetii sz6 jelentése ,nem valédi”. Az, hogy az improprius integral
b

értékét ugyanazzal az [ f szimbdlummal jeloljiik, mint a Riemann-integralt nem okoz zavart,
a
mert igaz a kovetkezo.

Theorem 2 (Tétel) Legyen a,b € R, a < b, és f korlatos az |[a,b] —n. Ekkor f—nek (a,b)—
pontosan akkor improprius integrdlja az I szam, ha f (Riemann szerint) integralhatd [a,b] —n,
és integrdlja 1.

Ha a € R és f korldtos a—nak egy jobb oldali vagy bal oldali kdrnyezetében, akkor az
improprius integralt egyszeriibben is jellemezhetjiik.

Theorem 3 (Tétel) Legyena € R, b€ R (a € R,b € R), a < b. Tegyiik fel, hogy f korldtos
a—nak eqy jobb oldali (b—nek egy bal oldali) kérnyezetében, tovabbd [ integralhatd (a,b) minden
zart részintervallumdn. Az f figgvény (a,b)—n vett improprius integrdlja pontosan akkor

konvergens, ha a
b
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hatarérték létezik és véges, konvergencia esetén pedig
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Feladatok

1. Konvergens-e az aldbbi improprius integral?
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