Minimum kérdések a Linearis algebra vizsga beugro részéhez

Az R" vektortér

1. Linearis kombinacio, trivialis linearis kombinaci6 fogalma
Legyenek ai, a, ..., ax n-dimenzios vektorok és 4, 4,, ... , A skaldrok.

Ekkor a A-a; + Arar+ ... + Aeax € R " vektort az ay, ..., ax vektorok A1, ... , A skalarokkal vett

ercrs

Ha a linearis kombinacioban az 6sszes skalar nulla, akkor trivialis linearis kombinaciorol
beszéliink.

Trivialis linedris kombinaci6é eredménye (barmilyen a;, ..., ax vektorok esetén) mindig
nullvektor.

2. Linearis fiiggetlenség, linearis osszefiiggoség fogalma

Az ay, ..., ax € R " vektorokat linearisan fiiggetleneknek nevezziik, ha bel6liik csak trivialis
linearis kombinacidval (csupa nulla egyiitthatoval) allithat6 el a nullvektor.

Az a4y, ..., ax € R " vektorokat linearisan osszefiiggéeknek hivjuk, ha bel6lik nem trivialis
linearis kombinaciodval is eldallithat6 a nullvektor.

3. Vektorhalmaz rangjanak fogalma

Az {ai, ..., ax} < R " vektorhalmaz rangja r, ha a vektorok koziil kivalaszthat6 r darab
linearisan fliggetlen vektor, de barmely » +1 darab vektor mar linearisan 6sszefiiggd.

4. Generatorrendszer, bazis fogalma

Legyen G < R " egy vektorhalmaz. G generatorrendszer az R " vektortérben, ha G elemeibdl
linearis kombinaciéval az R " vektortér barmely vektora el6allithato.

Legyen B — R " egy vektorhalmaz, amely linearisan fiiggetlen és generatorrendszer. Ekkor a B-t
az R " vektortér egy bazisanak hivjuk.

5. Altér fogalma

A H c R" vektorhalmazt altérnek hivjuk az R " vektortérben, ha barmely a, be H vektorok és
barmely AeR esetén a+b eH és A-a eH 1is teljesiil. (H zért a vektormiiveletekre.)



Matrixok

1. Matrix transzponaltjanak fogalma

Az A m X n-es matrix transzponaltjan azt az n x m—es matrixot értjiikk, amelynek (i,j)-edik eleme
egyenld az A matrix (j,i)-edik elemével. Jel.: A7 (A transzponalt métrixot az eredeti 4 matrixbol a
sorok €s oszlopok felcserélésével kapjuk.)

2. Specialis matrixok (négyzetes, diagonalis, egységmatrix, szimmetrikus, nullmatrix)
fogalma

Négyzetes matrix: n X n -es matrix

Diagonalis matrix: olyan négyzetes matrix, amelynek a f64tlon kiviili elemei mind nullak.

Egységmatrix: olyan diagonalis matrix, amelynek féatlojaban egyesek allnak.

Szimmetrikus matrix: olyan A=(a;; ).x, négyzetes matrix, melyben a;=a;; i,j=1,....n.

Nullmatrix: olyan m x n matrix, amelynek minden eleme nulla.

3. Matrixmiiveletek (6sszeadas, skalarral valo szorzas, matrixszorzas) definicioja

Matrixok osszeadasa:

Legyen 4 = (ajj)mxn €s B = (bjj)mxn két azonos méretli matrix. Ekkor 4 és B dsszege:
A+ B = (ay+ bymxn

Matrix skalarral valo szorzasa:

Legyen 4 = (aj)mxn €s A€R. Ekkor az 4 matrix A-szorosa: A- A = (A-@j))mxn

Matrixok szorzasa:

Legyenek A = (a;j)mxn €8 B = (bj)nxp matrixok. Ekkor az 4 és B matrixok szorzata az a C mxp-s
matrix, amelynek (i,k)-adik eleme:

cit = ai-but ap-but ... +ainbnk

Két matrix 6sszeszorozhatosaganak feltétele, hogy az elsé matrix oszlopainak szama
megegyezzen a masodik matrix sorainak szamaval.

4. Matrix rangjanak fogalma

Egy matrix oszloprangjan az oszlopvektoraibol allo vektorhalmaz rangjat értjiik, mig egy matrix
sorrangjan a sorvektoraibdl all6 vektorhalmaz rangjat értjiik



Igazolhato, hogy barmely matrix esetén a sor- €s oszloprang megegyezik. Ezt a k6zos értéket
roviden a matrix rangjanak nevezziik:

rA)=ry(A4) =r,(A)
5. Négyzetes matrix invertalhatosaga, az inverz matrix fogalma

Legyen A egy nxn-es négyzetes matrix. A-t invertalhatonak nevezziik, ha van olyan X nxn-es
matrix, melyre A-X = X-A = E,,. Ekkor X-t az 4 métrix inverzének hivjuk és 4™ -gyel jel5ljiik.

6. Mi a sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy egy négyzetes matrix invertalhato
legyen?

Az A nxn-es matrix invertalhatd < r (4) = n.
Az A nxn-es matrix invertalhatd < det(4) # 0.
7. Részmatrix fogalma

Legyen 4 = (a;) nxn-es matrix. Az 4 matrix a;; elemhez tartoz6 részmatrixan azt az (n-1)x(n-1)-
es matrixot értjiik, amelyet az 4 matrixbol annak i-edik sorat és j-edik oszlopat elhagyva kapunk.
Jel.: 4 ij

8. Négyzetes matrix determinansanak fogalma
(1) Legyen 4 = [ai1] 1x1-es matrix. Ekkor 4 determinansa: det (4) = ai.
(2) Legyen 4 = (a;) nxn-es matrix, ahol n>2. Ekkor 4 determindnsa: (elsd sor szerinti kifejtés)

det(A) = Z":(—1)‘+fa,j det(4,,)

Jj=1
9. Ismertesse a szingularis és a nemszingularis matrixok jellemzoit!

Szingularis matrixokra az alabbi allitdsok ekvivalensek:
e oszlopvektorok linedrisan Osszefliggdek
o 7(Anxn) <n (amatrix nem teljes rangl)
e nem invertalhatod
o det(A)=0
Nemszingularis matrixokra az alabbi allitdsok ekvivalensek:
e oszlopvektorok linedrisan fliggetlenek
o 7(Auxn) =n (amatrix teljes rangl)
e invertalhato

o det(4)#0



Linearis egyenletrendszerek

1. irja fel a linedris egyenletrendszerek altalanos alakjat részletes formaban,
vektoregyenlet formajaban, illetve matrixos irasmoddal!

Részletes alak:
a, -x +..+a, -x =b

ay X, +..+a,, -x,=b,

a, x+..+a, -x, =b

n m

Vektoregyenlet forma:

a -x,+a, - x,+ ... +a,-x,=b

ahol:
al] a]2 aln b]
a, = , 4, N R , b=|:
aml am2 amn bm
Matrixos forma:
ahol: A-x=b
al] aln
A=| : :
aml amn mxn

2. Homogén és inhomogén egyenletrendszer fogalma

Az Ax = b linearis egyenletrendszert homogénnek nevezziik, ha b = o.

Az Ax = b linearis egyenletrendszert inhomogénnek nevezziik, ha b # o.

3. Mi a linearis egyenletrendszerek megoldhatosaganak sziikséges és elégséges feltétele?

Az Ax = b lin. egyenletrendszer megoldhatd < r (4) =r ([4,b]), ahol [4,b] az egyenletrendszer
kibdvitett matrixa: b

a,, .. aq

n

[4.5]=

ml amn mJ mx(n+1)



4. Mit tudunk egy homogén linearis egyenletrendszer megoldasvektorainak szamarol?
e Az A-x =0 homogén linearis egyenletrendszer mindig megoldhato, az x = o megoldasvektort
trivialis megoldasnak nevezziik.
e Az A-x = 0 homogén lin. egyenletrendszernek csak trivialis megoldasvektora van < r(4) = n,
ahol n az ismeretlenek szama.
e Az A-x = 0 homogén lin. egyenletrendszernek végtelen sok megoldasvektora van < r(4) < n,
ahol n az ismeretlenek szama.

5. Mit tudunk egy inhomogén linearis egyenletrendszer megoldasvektorainak szamarol?
e Az A-x = b mhomogén lin. egyenletrendszer nem oldhaté meg < r (4) <r ([4,b]).
e Az Ax = b inhomogén lin. egyenletrendszernek egy darab megoldasvektora van < r(4) =
r ([4,b]) = n, ahol n az ismeretlenek szdma.
e Az Ax = b inhomogén lin. egyenletrendszernek végtelen sok megoldasvektora van < r(4) =
1 ([4,b]) < n, ahol n az ismeretlenek szama.

6. Ismertesse a Cramer szabalyt!
Tekintsiik az 4 x = b lin. egyenletrendszert, ahol az 4 egyiitthatdmatrix négyzetes:
A=[a1 ar ... anlwsn-
Legyen
D = det(4),
Dy =det([b a> ... an)),

D, =det([a1 b ... an]),

D, =det([ai a> ... b]).

Ekkor:



Linearis leképezések

. Linearis leképezés, linearis transzformacio fogalma

Az A:R" — R" tipusu fv.-t linearis leképezésnck nevezziik, ha barmely x, ye R”, AeR
esetén: B

A(; + X): A(£)+ AQ) additiv
Alx)=2- A(x) homogén
Ha specialisan m = n, akkor linearis transzformaciorol beszéliink.
. Magtér, képtér fogalma

Legyen A:R™ — R" linearis leképezés. Az A leképezés magtere olyan R"-beli vektorokbodl
all, amelyekhez 4 az R" nullvektorat rendeli:

Alx)=0 |

Linedris leképezés képtere: a képvektorok halmaza: im(A4)= {A(z) € R"‘ xeR" }

ker(A) = {)_c €R"

. Linearis leképezés matrixanak fogalma

Legyen A:R™ — R" linearis leképezés, ey,...,em a kanonikus bazis R"-ben. Az A lin.
leképezés (kanonikus bazisokra vonatkozd) matrixan azt az n x m-es matrixot értjiik,
amelynek oszlopvektorai az A(e),..., A(em) képvektorok. Jel.: M(A4), A

. Mi a sziikséges és elégséges feltétele egy linearis leképezés injektivitasanak?
Az A:R" — R" linearis leképezés injektiv (invertalhatd) < ker(4) ={o}.
. Linearis transzformacio sajatértékének, sajatvektoranak fogalma

Az A linearis transzformacio sajatértékének nevezziik a A€R szamot, ha van olyan veR ",
v#o vektor, amelyre A(v)=A-v teljesiil. Ekkor a veR " vektort a A sajatértékhez tartozo
sajatvektornak nevezzik.

. Négyzetes matrix sajatértékének, sajatvektoranak fogalma

Legyen A nxn-es matrix. Az A matrix sajatértékének nevezziik a AeR szamot, ha van olyan v
nx1-es oszlopvektor, ahol v#o , és amelyre A-v = A-v teljesiil. Ekkor a v oszlopvektort a A
sajatértékhez tartozd sajatvektornak nevezziik.



7. Karakterisztikus polinom, karakterisztikus egyenlet fgalma

Legyen A nxn-es matrix. Az A négyzetes matrix karakterisztikus polinomjan a P(1) =

det(A—-A-E) polinomot, karakterisztikus egyenletén a P(1) = det(A—1-E) = 0 egyenletet
értjiik.

Linearis transzformaci6 karakterisztikus polinomjadn matrixdnak karakterisztikus polinomjat
értjiik. Linearis transzformaci6 karakterisztikus egyenletén matrixanak karakterisztikus
egyenletét értjiik.



Skalaris szorzatos terek

1. Skalaris szorzat fogalma R"-ben

Legyen a = (a,az, ... ,a,) és b= (b1,by, ... ,b,) két R "-beli vektor. Ekkor az a és b vektorok
skalaris szorzatan (skaldrszorzatan) az aldbbi szamot értjiik:

arbi+arbyt ... +a,b,
Jelolés: a-b, (a,b)
2. Vektor normajanak és egységre normalt vektornak a fogalma

Legyen xeR ". Ekkor az x vektor normaja (hossza):

\/@,1) = \/xf ot

Jeloles: |x], |lx]]
Egy xeR " vektort egységre normaltnak (egységvektornak) neveziink, ha ||x||=1
3. Ortogonalis vektorok, ortogonalis vektorhalmaz, ortonormalt vektorhalmaz fogalma

Legyen a és b két R "-beli vektor. Az a és b vektorokat ortogonalisaknak nevezziik, ha
skalaris szorzatuk nulla.

Egy Hc R " vektorhalmaz ortogonalis, ha paronként ortogonalis, nullvektort6l kiilonboz6
vektorok alkotjak.

Egy Hc R " vektorhalmaz ortonormalt, ha ortogonalis és vektorai egységre normaltak.
4. Vektorhalmaz ortogonalis komplementerének fogalma
Legyen Sc R", 2.

Az x € R "vektort S-re ortogonalisnak hivjuk, ha x ortogonalis az S vektorhalmaz minden
vektorara.

Az S vektorhalmaz ortogonalis komplementere az S-re ortogonalis vektorok 6sszessége:
St={x e R" | barmely se Sesetén (x,s) =0} .
5. Altérre vonatkozo ortogonalis projekcio fogalma

Legyen H altér az R " vektortérben. Tekintsiik a kovetkez6 leképezést:

n:R'"—>R", xt>h,



aholx=h+h és h e H, h"cH".A fenti leképezést a H altérre valé ortogonalis projek-
cionak (merbleges vetitésnek) nevezziik. A 7 (x) vektort az x vektor H altérre esé ortogondlis
vetliletvektoranak hivjuk.



Absztrakt vektorterek

1. Absztrakt vektortér fogalma

Legyen V' egy halmaz, I egy test (pl. valos vagy komplex szamtest), és legyenek adottak a
+:VxV—>Vésa-:I['xV—V miveletek. Tegyiik fel, hogy barmely a, b, c eV, A, u el”
esetén

Vi:(@+b)+c=a+b+c) (asszociativitas)
V2: atb=b+a (kommutativitas)
V3: Létezik olyan o€V elem, hogy barmely aeVeseténa+o=a . (nullelem létezése)

V4: Barmely aeV esetén létezik olyan a’ €V, hogy a + a’ = o, ahol a’ =(-1)-a , az a
ellentettje. (ellentett 1étezése)

V5:(Atw)-a=A-a+u-a
Vé6:A-(a+b)y=r-a+l-b
V7:A-(u-a)=GAp)-a
V8:1-a=a
Ekkor V-t a I test feletti vektortérnek, J elemeit vektoroknak, I"elemeit skalaroknak hivjuk.
I"=R esetén valds vektortérrdl, I'=C esetén komplex vektortérrdl beszEliink.
2. Absztrakt vektorterek kozti linearis leképezés fogalma
Legyenek V és W azonos test (1) feletti vektorterek.
Az A : V—>W leképezést linearisnak nevezziik, ha barmely x,y € V' és Ael esetén
A (xty)=A4 (x)+4 (y) additiv
A (Ax)= A4 (x) homogén
3. Linearis izomorfizmus és izomorf vektorterek fogalma
A bijektiv linedris leképezéseket linearis izomorfizmusoknak nevezziik.

A V és W vektorterek izomorfak, ha létezik 4 : V —W linearis izomorfizmus. Jel.: V=W



