Absztrakt vektorterek
megoldasok

1. Az aldbbi H — P; vektorhalmaz linedrisan fliggetlen, vagy linedrisan 6sszefliggd?
piR—>R, x3x"=2x+5
p,iR—>R, x—>-x"+x-2
pi:R—>R, x—>3x>—x+4
H = {p] s P ’p3}
Megoldas: Bazistranszformacioval ellendrizhetd, hogy a fenti polinomok koziil csak ketté vonhato

be a bazisba, a harmadik polinom eldallithat6 a masik kettd linearis kombinaciojaként. PL
P3=2p11+3p», igy a fenti polinomok linearisan dsszefliggdek.

2. Az aldbbi H c P; vektorhalmaz linearisan fiiggetlen, vagy linearisan dsszefliggd?
p:R—>R, x> x’-2x
P, R—>R, x—>x"+3
psiR>R, x> x*+2x°
H = {pl’pz ’p3}

Megoldas: Bazistranszformacioval ellendrizhetd, hogy a fenti polinomok mindegyike bevonhat6 a
bazisba, igy azok lineérisan fiiggetlenek.

3. Igazolja, hogy a
p:R>R, x—>x’-2x, ap,:R—> R, xt>x+5, ésap,:R—> R, x> 2 polinomok

linedrisan fliggetlenek a P; vektortérben! Bazist alkotnak-e a fenti polinomok P, -ban?

Megoldas: Bazistranszformacioval ellendrizhetd, hogy a fenti polinomok mindegyike bevonhat6 a
bazisba, igy azok lineérisan fliggetlenek. Mivel a legfeljebb harmadfokt polinomok vektortere
négy dimenziods, igy harom linearisan fliggetlen polinom nem alkot abban bazist.

4. Tekintsiik az R" vektortér kdvetkez6 elemeit!
a;=1,0,0, ...

a=1,1,0,0

a;=1,1,1,0

as=1,1,1,1

2

, 0, ...
0,0,...
Igazolja, hogy a H := {al,az,a3,a 4} vektorhalmaz linearisan fliggetlen!

2 2 2

Megoldas: Bazistranszformacio itt nem alkalmazhatd, mivel a valds szdmsorozatok vektortere
végtelen dimenzids. A linedris fliggetlenség definicidja alapjan ellendrizhetd, hogy a fenti
sorozatokbdl csak a trivialis linearis kombindcioval lehet az azonosan nulla sorozatot (nullelem)
eléallitani.

5. Legyenek p,:R—> R, x>1; p,:R—>R, x> x+1; p,:R>R, x> x’+x+1;
polinomok.
Bazist alkotnak-e a p1, p» és p; polinomok a P, vektortérben? Ha igen, akkor adjuk meg a

p :R—> R, x 3x” +2x—4 polinom ezen bazisra vonatkoz6 koordinatait!



Megoldas: Bazistranszformacioval ellendrizhetd, hogy a fenti polinomok mindegyike bevonhat6 a
bézisba, igy azok bazist alkotnak a P, vektortérben. A p polinom koordinatai: -6, -1, 3.

6. Legyenek p,:R >R, x> x> +x+1; p,:R—> R, x> x+1; p,:R—> R, x> x; polinomok.
Bazist alkotnak-e a p1, p» és p3 polinomok a P, vektortérben? Ha igen, akkor adjuk meg a
p :R— R, x> 2x* +1 polinom ezen bazisra vonatkozé koordinatait!

Megoldas: Bazistranszformacioval ellendrizhetd, hogy a fenti polinomok mindegyike bevonhat6 a
bézisba, igy azok bazist alkotnak a P, vektortérben. A p polinom koordinatai: 2, -1, -1.

7. Legyenek p,:R >R, x> x> +1; p,:R—>R, x> x+1; p,:R—>R, x> x* +x;
polinomok.
Bazist alkotnak-e a p1, p» és p; polinomok a P, vektortérben? Ha igen, akkor adjuk meg a
p :R—> R, x> 6x° +7x+5 polinom ezen bazisra vonatkozo6 koordinatait!

Megoldas: Bazistranszformacioval ellendrizhetd, hogy a fenti polinomok mindegyike bevonhat6 a
bézisba, igy azok bazist alkotnak a P, vektortérben. A p polinom koordinatai: 2, 3, 4.

8. Bazist alkotnak-e az R** vektortérben az 4, B, C és D matrixok? Ha igen, akkor hatarozza meg
az X matrix ezen bazisra vonatkozo6 koordinatait!

-1 3 2 -1 11 4 1 50
A = ’ B = N C = N D = . X =
0 4 1 0 11 3 2 0 1
Megoldas: Bazistranszformacioval ellendrizhetd, hogy az A, B, C és D matrixok koziil csak harom
vonhato be a bazisba, D=2C+B, igy azok linearisan dsszefliggdek, nem alkotnak bazist.

9. Bazist alkotnak-e az R*** vektortérben az 4, B, C és D matrixok? Ha igen, akkor hatarozza meg
az X matrix ezen bazisra vonatkozo6 koordinatait!

11 11 11 1 0 0 1
A = ’ B = s C = s D = . X =
11 1 0 0 0 0 0 2 2
Megoldas: Bazistranszformacioval ellendrizhetd, hogy az 4, B, C és D matrixok mindegyike
bevonhat6 a bazisba, igy azok bazist alkotnak. Az X matrix koordinatai: 2, 0, -1, -1.

10. Tekintsiik a Py vektorteret!
V. :={p e P,, p masodfokii},

= {p € P, , plegfeljebb negyedfokl’l},
::{pePR,VxeR:p(x)ZO},
= {p € P, , p paros fokszéml’l},
1= {p eP,,VxeR:p(x)= p(—x)}.

Doéntse el, hogy Vi, ... ,Vs a lesziikitett miiveletekkel altér-e a P vektortérben!
Megoldas: Altér: V3, Vs

AR

11. Tekintsiik az R" vektorteret!
V= {(an) e R",az (a,) sorozatelsé eleme 0},
V,:= {(an) e R",az(a,) sorozat konvergens},
V,:={(a,) e R, lim(a,) = af, ahol aeR rogzitett,



V,:= {(an) e R",az (a,)sorozatnak csak véges sok 0 - t61 kiilsnbdz6 eleme Van},
V= {(an) e R",az (a,) sorozat elemei pozitivak},
V,:={a,) e R",lim(a,) = }.

Déntse el, hogy V1, ... ,Vs a lesziikitett miiveletekkel altér-e az R" vektortérben!
Megoldas:_Altér: Vy, V,, Vi akkor, ha a=0, Vy4

12. Legyen ICR az origbra szimmetrikus intervallum. Tekintsiik az R' vektorteret!
B {feR’,f folytonos},

V,:={f eR., f(0)= 0},

V,:={f eR Vxel: f(x)= f(-x) |,

V,:={f e R', f(x) = 0, véges sok x kivételével,
V,:=1f €R', f monoton névekvé},

V, .= {f € R’,fkorlétos}.

Déntse el, hogy V1, ... ,Ve a lesziikitett miiveletekkel altér-e az R' vektortérben!
Megoldas: Altér: Vi, V3, Vaés Vs

13. Tekintsiik az R vektorteret!
V= {A € R™, A diagonalis },

V,:= {A € R™, A alsbharomsz0g matrix },

V, =14 € R™, A utols6 oszlopaban 0 - k éllnak},

V,:= {A eR"™, A inverté]haté},

V,:={4eR™ det(4) =0 |,

V,:={deR™ 4=4" |,

V,:= {A € R™, Aminden eleme egyenlé}.

Déntse el, hogy V1, ... ,V7 a leszlikitett miiveletekkel altér-e az R"" vektortérben! Ha alterek,

mennyi a dimenziojuk?
Megoldas: ¥ n dimenzios altér, V, n*-(n>-n)/2 dimenziés altér, V3 n(n-1) dimenziés altér,
Ve n*-(n*-n)/2 dimenzios altér, V5 1 dimenzios altér.

14. Adjon meg a P; vektortérben egy 2-dimenzios és két 1-dimenzios alteret tigy, hogy azok direkt
Osszege legyen P, !

Utmutatas: Célszerti kiindulni a P; vektortér egy nevezetes bazisabol.

15. Adjon meg az R¥* vektortérben egy 3-dimenzios, egy 2-dimenzios és egy 1-dimenzids alteret
Gigy, hogy azok direkt dsszege legyen R |
Utmutatas: Célszerii kiindulni az R¥ vektortér egy nevezetes bazisabol.

16. Az alabbi leképezések koziil melyek linedrisak?
a, A:C—>C, z—> Re(z2)

b, A4:C—>C, z>z
c, A:C—>C, zb|

Megoldas: Az additivitast €s a homogenitast kell ellendrizni. Linearis a, €s b,



17. Igazolja, hogy az alabbi leképezések linearisak! Adja meg magteriiket €s képteriiket!
a, A:P,—>P,, p—p' (derivalas)
b, A4:P, > P, p—>p-g (gePgrogzitett)
c, A:P,—>R, p— p(a) (aeR rogzitett)
d, A:P,—> P/, minden polinomhoz hozzarendeljiik a legfeljebb n-edfoku tagjaibol képzett

polinomot (neN régzitett)
e, Jelolje V a valos szamokbol all6 konvergens sorozatok halmazat.

AV >R, (a,))—>lim(a,)
f, A:D(I)—>R' fr> f' (derivalas)
g, A:R' >R, f f(x,) (xoelrdgzitett)
Megoldas: A linearitashoz az additivitas és a homogenitas tulajdonsagokat kell ellendrizni.
a, ker(4)= Py, im(A)= P,
b, ker(A)= {0 :R—> R, x> 0}, im(A): olyan polinomok, amelyek oszthatdak g-vel
¢, ker(4)= {p € P,, p(a) = 0}, im(4)= R
d, ker(A)={o: R — R,x - 0}, im(4A)= P;
e, ker(A): a 0-hoz konvergal6 sorozatok, im(4)= R
f, ker(A4): az I intervallumon értelmezett konstans fliggvények, im(4): olyan fiiggvények,
melyek egy D([)-beli fliggvény derivaltjaként eléallnak
g, ker(4): olyan R™-beli fiiggvények, amelyeknek x-nal a helyettesitési értéke 0, im(4)= R

18. Tekintsiik az alabbi polinomokat!
g :R>R, x> x>+1,
p,:R>R, x—>x", n=0,1,23,4
Legyen By = {po, p1, p2} bazis a P; vektortérben, By = {po, p1, pa, p3, ps} bazis a P, vektortérben.
Adjamegaz A:P; —» P;, p+> p-g linearis leképezés By — B, bazisokra vonatkozd métrixat!

1 00
010
Megoldas: A=|1 0 1
010
10 0 1]

19. Tekintsiik az alabbi polinomokat! p, :R > R, x> x", n=0,1,2,3,4.
Legyen By = {po, p1, p2, P3, pa} béazis a P; vektortérben, By = {po, p1, pa, p3 } bazis

a P; vektortérben.
Adjamegaz 4:P; — P;, pr> p'(derivalas) lineéris leképezés B; — B, bazisokra vonatkozo
matrixat!
01 0 00
Megoldas: 4= 00200
0 00 30
0 0 0 0 4



