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Bevezetés

Ez a jegyzet a ,Kalkulus informatikusoknak I.” cimii jegyzetiink folytatasa, és a TAMOP
- 4.1.2-08/1/A program keretében késziilt. A Pannon Egyetem Miszaki Informatikai Ka-
ran éveken at tartott ,,Matematikai analizis II.” kurzusunk anyagat foglaltuk 0ssze benne.
Ezzel szertnénk segiteni az informatikus €s villamosmérnok hallgatokat a sikeres vizsgara
vald felkésziilésben. A jegyzetben targyaljuk a végtelen szamsorok és hatvanysorok fonto-
sabb tulajdonsagait, a tobbvaltozos fliggvények differencidlszamitasat, a teriileti integralt és
skalaris differencialegyenletek néhany egyszeriibb tipusat. Kiilon hangstlyt fektettiink a z-
transzformalt fogalmara, amely egy informacioatviteli probléma kapcsan nyer alkalmazast.

A jegyzet nem tartalmaz bizonyitasokat. Célunk a szakmai targyakban eléfordulé mate-
matikai fogalmak és azok fontosabb tulajdonsagainak osszefoglalasa volt. A targyhoz kiilon
gyakorlatok vannak eldirva, amelyekhez feladatgytijtemény is késziilt. Ez az oka annak, hogy
a jegyzet csak mintapéldakat tartalmaz, gyakorl6 feladatokat nem. A vizsgara valo sikeres
felkésziiléshez €s a tananyag jobb megértéséhez elengedhetetlennek tartjuk az eléadasok la-
togatasat, ahol tovabbi példakat és egyszeriibb bizonyitasokat is bemutatunk. A kihagyott
bizonyitasok és tovabbi alkalmazasok irant érdekl6dd hallgatoknak az irodalomjegyzékben
szerepld tankonyveket ajanljuk. Ismételten kifejezziik kdszonetiinket Hartung Ferenc kollé-
ganknak a jegyzet megirasa soran nyujtott segitségéért.

Veszprém, 2011. januar 31.

Gyori Istvan és Pituk Mihaly
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1. fejezet

Végtelen sorok

1.1. Végtelen sorok konvergenciaja

Legyen N a nemnegativ egész szamok halmaza, N™ pedig a pozitiv egészek halmaza. A valds
szamok halmazat az R, a komplex szamok halmazat pedig a C szimbolummal jeldljiik.

1.1.1. Definicié. Legyen adva egy {ay };°, valos sorozat. A
Zak:ao+a1+a2+...
k=0

végtelen Osszeget végtelen sornak nevezzik. Az

Sn= Y ap=ag+a+---+ay
k=0

Osszeget a y - ay sor n-edik részletosszegének mondjuk. Ha az {s, }22, sorozat konver-
gens, akkor a ) - a;, végtelen sort is konvergensnek mondjuk, az

s = lim s,

n—oo

véges hatarértéket pedig a sor dsszegének nevezziik, és ugyancsak a

szimbolummal jeloljiik. Tehat
e} n
Do = lim > a
k=0 k=0
Ha az {s,}°, sorozat divergens, akkora Y .-  ay sort is divergensnek mondjuk.

© www.tankonyvtar. hu © Gyori I, Pituk M., Pannon Egyetem
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1.2. A GEOMETRIAI SOR 7

Ha a,, > 0 minden n € N-re, akkor a részletosszegek {s, }°° , sorozata monoton ndve-
kedd. Tehat egy nemnegativ tagu sor éppen akkor konvergens, ha az {s,, }° , sorozat feliilrdl
korlatos.

Legyen m € NT és {b;}22,, egy valos sorozat. A

> by = by + bingt + by + -

=m

végtelen sor azonos az N-en indexelt

o0
E karm
k=0
sorral, és 0sszege:
o0 n
n—oo
=m =m

feltéve, hogy a limesz létezik és véges.

1.1.2. Példa.

> 1 u 1 " /1 1
E—— i -

Zk:(k:Jrl) nllgo;k(kﬂ) nL“QO;(k k+1)

k=1
. 1
= lim (1 — ) =1.

1.1.3. Példa. A .7 (—1)" sor divergens, mert a részletdsszegek

1, ha n paratlan
Sp =
0, ha n paros

sorozata divergens.

1.2. A geometriai sor

1.2.1. Definicio. Legyen a € R és ¢ € R adott. A

Zaqk:a+aq+aq2—|—aq3—|—...
k=0

sort geometriai (mértani) sornak nevezzik. Az a szam a sor elsé tagja, a ¢ szam pedig a sor
kvociense (hanyadosa).

© Gydri L, Pituk M., Pannon Egyetem © www.tankonyvtar. hu
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8 1. VEGTELEN SOROK

A
1 n+1 ,
ZQ— qu, hag#1ésneN,
(n+1)a, hag=1¢ésneN,

relacid, valamint a {q”}nzo geometriai sorozat konvergenciatulajdonsagaib6l adodik a kovet-
kezd:

1.2.2. Tétel (A geometriai sor konvergencigja). Legyen a € R\ {0} ésq € R. 4> 7 0 aq”

geometriai sor pontosan akkor konvergens, ha |q| < 1, és konvergencia esetén osszege 1 .
—q

1.3. Miiveletek konvergens sorokkal

1.3.1. Tétel. Ha a ), ax és Y, bx sorok konvergensek és osszegiik s illetve t, o és 3
pedig valos szamok, akkor a’y . (aay, + (by) sor is konvergens, és dsszege as + [, azaz

Z(aak + Bby) = aZak + ﬂZbk.
k=0 k=0 k=0

1.3.2. Példa. Az eldzd tételbdl €s a geometriai sor konvergenciatuladonsagaibol kovetkezik,

e (ORI RO TE

k=0 k=0 k=0 k=0

1.4. A konvergencia sziikséges feltétele

1.4.1. Tétel (A konvergencia sziikséges feltétele). Haa ), , aj, sor konvergens, akkor lim a,, =

O. n—oo
1.4.2. Példa. A
>
—~k+1
sor divergens, mert
n
T — 1£0, han — oo.
n =

1.4.3. Definicio. A

| =

k=1
sort harmonikus sornak nevezziik.
1
Be fogjuk latni, hogy a harmonikus sor divergens annak ellenére, hogy — — 0. Tehat a
n
lim a, = 0 feltétel sziikséges, de nem elegend® feltétele a ) - ay sor konvergenciajanak.

n—oo

© www.tankonyvtar. hu © Gyori I, Pituk M., Pannon Egyetem
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1.5. ABSZOLUT ES FELTETELES KONVERGENCIA 9

1.5. Abszolut és feltételes konvergencia

1.5.1. Definicié. A Y",°  ay sort abszolit konvergensnek mondjuk, ha a

)
D lad
k=0

sor konvergens.
Ha a )7, a) sor konvergens, de nem abszolut konvergens, akkor feltételesen konver-
gensnek nevezziik.

A konvergens €s abszolut konvergens sorok kézott a kovetkezo a kapcsolat.
1.5.2. Tétel. Ha egy sor abszolut konvergens, akkor konvergens is.

A tétel megforditasa nem igaz. Be fogjuk latni, hogy a

=

2 (=
k=1
sor konvergens, de mivel

1 1
)Rl =2,  keNt

, o 1 . . , ) k1 ,
ésay ., ¥ harmorilkus sor divergens, ezért a )~ (—1)"+ sor nem abszolut konvergens.
Tehata ), (—1)F< sor feltételesen konvergens.

1.6. Konvergenciakritériumok

Elegend¢ feltételeket adunk végtelen sorok konvergencidjara vagy divergenciajara. Megfo-
galmazasukhoz sziikségilink van a kovetkezd fogalmakra.

1.6.1. Definicié. At € R = RU {400, —co} szamot az {a,, }°°, sorozat torléddsi pontjanak
nevezzilk, ha az {a, }° , sorozatnak van olyan {a,, } 32, részsorozata, amelyre

lim a,, =t
k—o0

Be lehet bizonyitani a kovetkezd tulajdonsagot.

1.6.2. Tétel. Barmely valés {a, }°2, sorozat torléddasi pontjai kézétt R-ban van legnagyobb
és legkisebb is.

1.6.3. Példa. A {(—1)"}>°, sorozat legnagyobb torlodasi pontja 1, legkisebb torlédasi pontja
pedig —1.

A{(—1)"n}>2, sorozat legnagyobb torlédasi pontja +oo, legkisebb torlodasi pontja pedig
—00.

© Gydri L, Pituk M., Pannon Egyetem © www.tankonyvtar. hu
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10 1. VEGTELEN SOROK

1.6.4. Definicié. Az {a, }>2 , sorozat legnagyobb (legkisebb) torlodasi pontjat a sorozat limesz
szuperioranak (limesz inferioranak) nevezzik, és a

lim sup a,, (lim inf an>

szimbolummal jeldljik.

Nyilvanvalo, hogy
liminfa, < limsupa,.

n—00 n—00

Azt is be lehet 1atni, hogy lim a,, pontosan akkor létezik R-ban, ha

liminfa, = limsup a,.

n—od n—oo

Az igért konvergenciakritériumok a kovetkezok:

1.6.5. Tétel (Hanyadoskritérium). Tegyiik fel, hogy |a,| > 0 véges szamui kivétellel. Ha

|an+1|

lim sup <1,
n—00 ‘an‘
akkor a )~ ,.  ai sor abszolit konvergens.
Ha | |
.. o |Ontl
liminf 220 > 1,

akkor ay_ -, ay sor divergens.
Specialisan, ha az

L = lim |an+1|
n—oo ’@nl

hatdrérték (véges vagy végtelen) létezik, akkor L < 1 esetén a ). ay sor abszolit konver-
gens, L > 1 esetén pedig divergens.
Hangstlyozzuk, hogy ha

fim 1l

)

akkor a ), a; sor konvergenciatulajdonsagainak meghatarozasara a hanyadoskritérium
nem hasznéahato.

1.6.6. Példa. A
2
k=1
sor divergens, mert

n n+1
Mo (et ) nl (n+ 1)”

en o nt(n+ 1) n

1 n
:(1+—> —e > 1, han — oo.
n

© www.tankonyvtar. hu © Gydéri L, Pituk M., Pannon Egyetem
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1.6. KONVERGENCIAKRITERIUMOK 11

1.6.7. Tétel (Gyokkritérium). Ha

limsup {/|a,| < 1,

n—oo

akkor a’y .-, aj sor abszolit konvergens.

Ha
liminf {/|a,| > 1,

akkor a’y_,_ ; ay sor divergens.
Specialisan, ha az

L= lim {/|ay,|
n—oo
hatdrérték (véges vagy végtelen) létezik, akkor L < 1 esetén ay -, ay sor abszolit konver-

gens, L > 1 esetén pedig divergens.

Ha

lim {/|a,| =1,

n—o0

akkor a )" .°  a; sor konvergenciatulajdonsigainak meghatarozasara a gyokkritérium nem
hasznahato.

1.6.8. Példa. A
— k
2o
k=1
sor konvergens, mert

p—— _

<1, han — oo.

[\
3
[\
N | —

1.6.9. Tétel (Integralkritérium). Legyen f : [0,00) — (0, 00) folytonos, monoton csékkend

és pozitiv. Ekkor a
> Sk
k=0

sor akkor és csak akkor konvergens, ha az fooo f improprius integral konvergens.
Az allitas igaz marad akkor is, ha a 0 szamot tetszleges m € N szamra cseréljiik.

1.6.10. Példa. A

| =

o0
k=1
harmonikus sor divergens, mert

/ ldtzlim 1dtzlirnlnx:oo.
1t t

Tr—00 1 Tr—00

Ugyancsak az integralkritérium segitségével lathato be:

© Gydri L, Pituk M., Pannon Egyetem © www.tankonyvtar. hu
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12 1. VEGTELEN SOROK

1.6.11. Tétel. Ha o > 1, akkor a
s L
k=1 ke
sor konvergens, ha pedig o < 1, akkor divergens.

1.6.12. Definicié. A
=1
Zﬁa OéE(O,l)U(l,OO)
k=1

sort hiperharmonikus sornak nevezzik.
1.6.13. Tétel (Osszehasonlito kritérium). Ha
lag| < by, véges szamu kivétellel,

ésay ., by sor konvergens, akkor a »_ ;- , ai, sor abszolit konvergens.
Ha
ap > b, >0 véges szamu kivétellel,

ésay ., by sor divergens, akkor a ", ai, sor is divergens.
Az 0sszehasonlito kritériumbdl konnyen levezethet6 az alabbi:

1.6.14. Tétel. Ha by, > 0 véges szamu kivétellel és valamely L € (0, 00) szamra

akkor a y ;- ay és Y., by, sorok koziil vagy mindketté konvergens, vagy pedig mindkettd
divergens.

1.6.15. P¢lda. A

i k+2
k?24+2k+5

sor divergens, mert

s S ) B

z k2+2k+5 ’

ha k — oo,
ésa
>4
k
k=0
(harmonikus) sor divergens.

1.6.16. Definicié. Legyen {ay}7°, egy pozitiv tagh sorozat. Ekkor a

D (=Drar e D (D)
k=0 k=0

sorokat valtakozo eldjelii soroknak nevezziik.

© www.tankonyvtar. hu © Gyori I, Pituk M., Pannon Egyetem
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1.7. HATVANYSOROK 13

Elegendd csak az elsd sort vizsgalni, mert a méasodik az elsének —1-szerese.
1.6.17. Tétel (Leibniz-féle kritérium). Ha {a}32, pozitiv tagu, monoton csékkend sorozat,

és limy,_. a, = 0, akkor a
>_(—Dfa

k=0
valtakozo eldjelii sor konvergens.

1
1.6.18. Példa. A Leibniz-kritériumbdl az a; = T (k € NT) valasztassal kapjuk, hogy a

k=1

sor konvergens. Késobb be fogjuk latni, hogy

1.7. Hatvanysorok

1.7.1. Definicié. Legyen adva egy = € R szam és egy {a }7°, valos sorozat. A

[e9]

Zak(x — .Z‘())k =ag+ Cll(l‘ — JIQ) + CLQ(I — .Z‘o)2 + ...
k=0

fiiggvénysort x koriili hatvanysornak nevezziikk. Az xy szdm a hatvanysor kézéppontja, x
pedig a valos valtozo.

1.7.2. Definicié. A hatvanysor konvergenciatartomdnydn a

K = { ceR|a Z ar(c — x0)" szamsor konvergens }

k=0

halmazt értjik.

Nyilvanvalo, hogy zg € K, tehat K # (). Célunk a konvergenciatartomany leirasa. Ennek
szempontjabol alapvetd fontossagu a kdvetkezo:

1.7.3. Tétel (Abel-féle lemma). Ha valamely ¢ # xo szam esetén a

[e.9]

ax(c — xo)k
k=0

szamsor konvergens, akkor minden olyan d-re, amelyre |d — zo| < |c — xo| a
o
k
ar(d — xq)
k=0

szamsor abszolut konvergens.

© Gydri L, Pituk M., Pannon Egyetem © www.tankonyvtar. hu
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14 1. VEGTELEN SOROK

Az Abel-féle lemmabol kovetkezik az alabbi:
1.7.4. Tétel. Legyen K a ., ar(x — xo)" hatvanysor konvergenciatartomanya, és
r=sup{|c—xo| | c€ K} €[0,00].
Har =0, akkor K = {xq}. Ha r = +00, akkor minden c € R esetén a

Z ar(c — xo)k

k

o0

o

sor abszolit konvergens, és igy K = R. Ha pedig r € (0,00), akkor minden olyan c-re ,
amelyre |c — xo| <7 (|c —xo| > 1) a

Z ar(c — xo)k

k

o

sor abszolut konvergens (divergens), s ezért
(xo —ryxz0+71) C K Clxg—r a0+ 1]

Mivel a hatvanysor konvergenciatartomédnya az » = 0 esettdl eltekintve intervallum, a
konvergenciatartomany helyett a konvergenciaintervallum elnevezés is hasznalatos.

1.7.5. Definicié. Az el6z6 tételben szerepld r szamota >, ax(z — xo)" hatvanysor konver-
genciasugaranak nevezziik.

A konvergenciasugar meghatarozasa szolgal a kovetkezd:

1.7.6. Tétel (Cauchy—Hadamard-képlet). Legyen r a > p-, ax(x — x0)* hatvanysor konver-

genciasugara, és
p = limsup +/|ag]|.

k—oo
Ekkor
0, ha p = +o00
1
r= > ha p € (0,00) .
~+00, hap=20

1.7.7. Példa. A
k
k=

1

—1 koriili hatvanysor konvergenciasugara r = 1, mivel

© www.tankonyvtar. hu © Gyori I, Pituk M., Pannon Egyetem
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1.7. HATVANYSOROK 15

A hatvanysor K konvergenciatartomanyara teljesiil a
(—=2,0) C K C [-2,0]

relacid. Mivel az x = 0-ra adédo

| =

oo
k=1

sor divergens (harmonikus sor), és az x = —2-re ad6do

> (-1

00
k=1

| =

sor konvergens (a Leibniz-kritérium szerint), ezért
K =1[-2,0).

A hatvanysor konvergenciatartomanyanak meghatarozasara gyakran jol hasznalhat6 a ko-
vetkezo:

1.7.8. Tétel. Legyenray -, ax(x —x0)" hatvanysor konvergenciasugara. Tegyiik fel, hogy
ay # 0 véges szamu kivétellel, és valamely \ € [0, 00| szdmra

llm |ak+l| — )\

koo [ag|
Ekkor
0, ha A = +00
1
=93y ha X € (0,00) -
400 ha A =0

1.7.9. Példa. A
k

o0
T
2
k=0
0 koriili hatvanysor konvergenciasugara r = +o00, mert

1
T 1
A= lim B gim =

Ezért a konvergenciatartomany K = R.
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16 1. VEGTELEN SOROK

1.8. Az osszegfiiggvény tulajdonsagai

1.8.1. Definicié. Legyen K a > .-, ar(x — )" hatvanysor konvergenciatartomanya. Az
s(x) :Zak(m‘—xo)k, r e K,
k=0

képlettel definialt s : K — R fliggvényta >, ax(x — )" hatvanysor dsszegfiiggvényének
mondjuk.

Az dsszegfliggvényt fontosabb tulajdonsagait irjak le a kdvetkezd tételek.

1.8.2. Tétel (Az 6sszegfliggvény folytonossaga). Ha egy hatvanysor konvergenciasugara po-
zitlv, akkor a hatvanysor osszegfiiggvénye folytonos a konvergenciaintervalluman.

1.8.3. Tétel (Tagonkénti differencialds). Ha >, , ar(x — xo)* hatvanysor r konvergencia-
sugara pozitlv, akkor a hatvanysor s osszegfiiggvénye akarhanyszor differencialhato a kon-
vergenciaintervallum belsejében, és n-edik derivaltia a hatvanysor n-szeri tagonkénti diffe-
rencialasaval kaphato meg, azaz

o0

s'(z) = Z apk(z — x0)* ",
k=1

s'(x) = Z ark(k — 1)(x — z0)" 2,

k=2

o0

s(2) =3 apk(k —1)... (k —n+ 1)(z — z0)* 7,
k=n

valahdanyszor |x — xo| < .
1.8.4. Példa. Korabban mar belattuk, hogy a

e (x4 1)*
k

k=

—_

hatvanysor konvergenciaintervalluma a [—2, 0) intervallum. Ezért az

S(CC) = Z %7 LS [_270)7
k=1
fiiggvény differencialhat6 a (—2,0)-n, és itt

o

S =Y ) =

T
k=1

)
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1.9. TAYLOR-SOR, TAYLOR-POLINOM 17

a geometriai sor dsszegképlete alapjan. Mivel s(—1) = 0, a Newton—Leibniz-szabély szerint
minden x € (—2,0) esetén

s(x) = s(—1)+ /9«“ s'(t)dt = — /x %dt =—[Inft|]®; = —In|z|.

-1 -1

Az s fliggvény —2-ben jobbrdl folytonos, ezért

Z(‘l)k% —s(~2) = lim s(z) = — In2.

T——2+4
k=1
1.8.5. Tétel (Tagonkénti integralas). Ha a Y -, ax(x — xo)* hatvanysor konvergenciasu-

gara pozitiv és [a, b] része a hatvanysor konvergenciaintervallumdanak, akkor a hatvanysor s
osszegfiiggvénye tagonként integrdlhato [a, b)-n, azaz

/abs(:t)dx:g;/abak(x—xo f: { x;ilkﬂ]a.

1.9. Taylor-sor, Taylor-polinom

Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény z koriili hatvanysorba fejthetd, azaz 1étezik egy > -, ar(z—
7o)* hatvanysor igy, hogy a hatvanysor r konvergenciasugara pozitiv, és

= Z ap(x — o), valahanyszor |x — zo| < r.

A tagonkénti differencialasrol szo6l16 tételbol kovetkezik, hogy ekkor f akarhanyszor differen-
cialhat6, és minden k € N esetén
%) ()

k!
(Definicio6 szerint 0! = 1.) Ez a tény motivalja a kovetkezo sor bevezetését és vizsgalatat.

ap =

1.9.1. Definicio. Tegyiik fel, hogy az f fliggvény akarhanyszor differencialhato az o € D(f)
helyen. A

L ) (20)

k=0
hatvanysort az f fiiggvény xq koriili Taylor-soranak nevezzik. A hatvanysor n-edik

" f(k)
= ! k<lx0) (z — o)
k=0 )

részletdsszegét az f fiiggvény n-edik xq koriili Taylor-polinomjanak mondjuk. Az xqg = 0
esetben hasznalatos a MacLaurin-sor illetve MacLaurin-polinom elnevezgs is.
Az

Ry(x) = f(z) = Th(x)
kiilonbséget az f fiiggvény n-edik x( koriili maradéktagjanak mondjuk.
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18 1. VEGTELEN SOROK

1.9.2. Példa. Minden k € N esetén exp*) = exp. Ezért az exp fiiggvény 0 koriili Taylor-sora

k

T()=Y
k=0

Korabban mar belattuk, hogy ez a hatvanysor a szdmegyenes minden pontjaban abszolut kon-
vergens.

1.10. Taylor tétele

Taylor tételének megfogalmazasahoz sziikségiink van a kovetkezo jelolésre.
1.10.1. Definicié. Barmely z, z € R, x # z( esetén

(o, x], hazy <z
[z0; 2] =
[z, z], ha z < .

Hasonloképpen definialjuk az (zy; ) nyilt intervallumot.

1.10.2. Tétel (Taylor tétele). Legyen xo, * € R, x # xo. Ha valamely n € N esetén f™
folytonos az [xg; x| intervallumon és differencidlhaté az (xo; x)-en, akkor létezik ¢ € (xg; x)

ugy, hogy
f(”H)(C)

Fn(@) = 1))

( — o)™

Megjegyezziik, hogy az n = 0 esetben Taylor tétele Lagrange tételébe megy at.

1.10.3. Definicio. Az R, (x) maradéktagnak Taylor tételében szerepld alakjat a maradéktag
Lagrange-féle alakjanak nevezziik.

Taylor tétele gyakran jol hasznalhat6 fliggvényértékek kozelitd szamitasara.

1.10.4. Definicié. Barmely n € N esetén az exp fliggvény 0 koriili n-edik Taylor polinomja

k=0

Ezért ha az e = exp 1 szam értékét a Taylor-polinom

"1
L= 4
k=0

értékével helyettesitjiik, akkor Taylor tétele szerint létezik ¢ € (0, 1) Gigy, hogy az e = exp 1
pontos értéke és a ,.kozelit6” T,,(1) érték kozotti kiilonbség az

eC

(n+1)!

exp(1) — To(1) = Rn(1) =
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1.11. NEVEZETES HATVANYSOROK 19

alakban irhat6. Mivel ¢ < 1, ezért

e’ e 3

CE N CES R TS

Ezért ha azt szeretnénk, hogy a valodi és a kozelitd érték kozotti tavolsag kisebb legyen 10~2-
nal, akkor az n szamot elegendd igy valasztani, hogy

3 - 1
(n+1)! " 100
vagyis 4-n¢l nagyobbnak. Tehat
1 1 1 1 _
Ti(l)=14+-+—-+—+-—=2,716

276 24 120

mér 10~2 pontossaggal kozeliti az e szamot.

1.11. Nevezetes hatvanysorok

Taylor tétele jol hasznalhato arra is, hogy bizonyos fliggvényeket hatvanysorba fejtsiink. Tay-
lor tételének egyik kdvetkezménye:

1.11.1. Tétel. Legyen (a,b) C R. Tegyiik fel, hogy f akarhanyszor differencialhaté (a,b)-n
és létezik M € (0, 00) tigy, hogy minden n € N-re | f™| < M az (a,b)-n. Ekkor barmely z,
zo € (a,b) esetén

(k

) (o
k<' )(ZE o [L’o)k.

=31

oo
k=0
Az el6z0 tételbdl konnyen megkaphaté néhany nevezetes hatvanysor.

1.11.2. Tétel (Az exp fiiggvény hatvanysora). Barmely x € R esetén

eprL' = Z y
k=0

1.11.3. Tétel (A sin fliggvény hatvanysora). Bdarmely x € R esetén
. o0 . a2k
SInxr = Z ( — ].) m .

k=0

1.11.4. Tétel (A cos fiiggvény hatvanysora). Barmely x € R esetén
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20 1. VEGTELEN SOROK

1.12. Komplex hatvanysorok

Komplex sorozatok ¢és sorok konvergencidjanak, valamint a komplex hatvanysorok konver-

crcr

crer

szabalyai és a sorok konvergenciakritériumai a monotonitési és rendezési relaciokra hivatko-
zokat leszamitva atvihet6k a komplex esetre is. Hasonl6 a helyzet a komplex hatvanysorok
konvergenciatartomanyaval is. Ha {c }7° , komplex szamok sorozata és z, € C, akkor a

[e.9]

Z cr(z — 2)"

k=0
komplex valtozoju hatvanysor konvergenciatartomanyat hasonloképpen jellemezhetjiik, mint
a valds hatvanysorokét. Pontosabban, ha

p = lim sup {/Jex].

k—o0

akkora > c(z — z0)* hatvanysor konvergenciasugara

0, ha p = +o0
1

r= ;a hapE(O,oo),
+00 hap=0

azaz ha |z — z| < r,akkora Y .- cx(z — zp)* sor abszolut konvergens, ha pedig |z — zp| > r,
akkor divergens.

Az exp, sin és cos fliggvények hatvanysor alakjardl szol6 eredmények lehetdséget adnak
ezen fliggvények komplex szdmokra valo kiterjesztésére.

1.12.1. Definicié. Barmely z € C esetén legyen

oo Zk.
expz = Z H,
k=0

oo
22k+1

sinz = %(—1)km,
cosz = Z(—l)kék)'
k=0

A valos exp fiiggvényhez hasonloan z € C esetén is haszndlatos az exp z = e jeldlés.
Végiil ismertetlink harom a komplex exp, sin és cos fliggvényekre vonatkozo nevezetes
azonossagot.

1.12.2. Tétel (Euler-formuldk). Bdarmely z € C helyen

e =cosz+isinz,

eiz . ef'iz

sinz = e —

2

eiz + e—iz

COSZ = ——
2
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1.12. KOMPLEX HATVANYSOROK 21

Az els6 Euler-formulat a komplex szam trigonometrikus alakjaval kombinalva kapjuk a
z # 0 komplex szam exponencidalis alakjat:

z=re'?,

ahol r = |z|, ¢ pedig z argumentuma.
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2. fejezet

Egy informacioatviteli probléma

2.1. Jelsorozatok atvitele

Legyen adva egy lizenetatviteli rendszer, amelyben az iizeneteket két alapjel — mondjuk a és
b — segitségével kodoljuk és tovabbitjuk. Egy lizenet formdja az a és b alapjelekbdl allo vala-
mely véges hosszusagu sorozat, példaul: abaabbb. Ilyen rendszer a telegraf vagy a binarisan
kodolt adatatviteli rendszerek (fax, internet, stb.).

A rendszerben az a alapjel atviteléhez k1, mig a b alapjel atviteléhez k- idéegységre van
sziikség (ki és ky pozitiv egész). Tegyiik fel a hatarozottsag kedvéeért, hogy ko > k;. Felme-
ril a kérdés: hany olyan egymastdl kiilonb6z6 tizenet (jelsorozat) van, amelyek atviteléhez
pontosan n idéegység kell?

Jelolje s,, mindazon egymastol kiilonbozo iizeneteknek a szamat, amelyek pontosan n 1d6-
egyseég alatt vihetok at. Ekkor s,, teljesiti a

Sp = Sp—ky T Sn—ka> n>ky+1

rekurziv 0sszefliggeést, hiszen csak két kiilonbozo eset fordulhat eld: ha az utolso atvitt alapjel
k1 hosszl volt, akkor eldtte 6sszesen s,,_j, db kiilonbozd n — k1 hosszl jelsorozat lehetett, ha
pedig az utolsoé atvitt alapjel ky hossza volt, akkor eldtte dsszesen s,,_,-féle n — ko hosszl
jelsorozat lehetett. Ez a rekurziv képlet akkor hatarozza meg egyértelmiien az {s,, } sorozatot,
ha megadjuk a sorozat elsé ko db kezdeti értékét:

S1 = Uy, S2 = U2y +ovy Sky = Uy
Specialis eset: Legyen az a = - jel atviteléhez sziikséges 1d0 egy egység, azaz ky = 1, és
a b = — jel atviteléhez sziikséges 1d0 két egység, azaz ko = 2. A szemléltetés kedvéért

tablazatba foglaltuk az {s,, } sorozat els6 néhany tagjat és a hozzajuk tartozo jelsorozatokat:

lehetséges jelsorozatok

AW —3
UIWN»—A:%
|
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2.2. A Z-TRANSZFORMALT FOGALMA 23

Az {s,} sorozatot ebben az esetben az

Sp = Sp-1 Tt Spn—2, n > 37

ST = 1, 82:2,

rekurzi6 hatarozza meg.
Az informacioelméletben az ateresztd csatorna kapacitasat, jele C', a

C— lim 2%
n—-+4oo n
formulaval definialjak [3].
Felmeriilnek a kovetkezo kérdések:

* Mi lehet s,, képlete?

» Hogyan szamolhato ki az ateresztd csatorna C' kapacitasa, €s hogyan valtozik C' k; és
ko fliiggvényében?

A kérdéseket a kovetkez6 részben bevezetett z-transzformalt segitségével fogjuk megva-
laszolni.

2.2. A z-transzformalt fogalma

2.2.1. Definicié. Legyen adva egy komplex szamokbol allo {z, }5°, sorozat. Az {z,}°°,
sorozat z-transzformaltjat az
-
X(z) = —=
(=32
n=0
képlettel definidljuk minden olyan z € C-re, amelyre a jobb oldalon szereplé komplex szadm-

sor konvergens. Jelolés: X = Z{x,}.

1
Az X = Z{x,} figgvény (ha létezik) komplex valtozoju és komplex értékii. Ha w = —,
z
akkor

X(1/w) = Zmnw"

egy komplex hatvanysor, tehat a z-transzformalt vizsgalata soran felhasznalhatjuk a komplex
hatvanysorokra vonatkozo eredményeinket. Eszerint ha

R = limsup {/|z,],

n—oo

akkor |z| > R esetén a
[e.e] xn

ZTL
n=0

sor konvergens, |z| < R esetén pedig divergens.
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24 2. INFORMACIOATVITELI PROBLEMA

2.2.2. Definicio. Az
R = limsup / |z, 0< R <,

szamot az X = Z{x,} z-transzformalt konvergenciasugaranak nevezzik.

2.2.3. Tétel (Egzisztencia tétel). Legyen adva egy {x,}>2, komplex sorozat. Ha az X =
Z{x,} z-transzformalt R konvergenciasugara véges, akkor X értelmezve van minden olyan
z € C helyen, amelyre |z| > R.

2.2.4. Tétel (Unicitas tétel). Legyen {x,, }°°, és {yn }>°, két komplex sorozat. Tegyiik fel, hogy
az X = Z{x,} és Y = Z{y,} z-transzformdltak konvergenciasugarai végesek, tovibbd

X(z) =Y(2), ha |z| elég nagy.

Ekkor x,, = y,, minden n € N-re.

2.3. A z-transzformalt tulajdonsagai

2.3.1. Tétel (Linearitas). Legyen {x,}>° és {y,}°°, két komplex sorozat. Tegyiik fel, hogy
a Z{x,} és Z{yn} z-transzformaltak konvergenciasugarai végesek, és a, b € C. Ekkor

Z{ax, + by, }(2) = aZ{x, }(2) + bZ{y.}(2), ha |z| elég nagy.

2.3.2. Tétel (Eltolas). Legyen adva egy {x,}>>, komplex sorozat. Ha az X = Z{x,} z-
transzformdlt R konvergenciasugara véges, akkor barmely k € N* esetén

k-1
Z{xp i} (2) = 2" X (2) — ijzj’k, ha |z| > R.
=0

2.3.3. Tétel (Konvolucios tétel). Legyen {x,}52, és {yn}o2, két komplex sorozat, és defini-
aljuk az {u, }°°, sorozatot az

n
un:an,jyj, han €N
§=0

képlettel. Ha az X = Z{x,} ésY = Z{y,} z-transzformdlt R, illetve Ry konvergenciasu-
garai végesek, akkor az U = Z{u,} z-transzformalt konvergenciasugara is véges, és

U(z) = X(2)Y(2), ha |z| elég nagy.

Néhany konkrét sorozat z-transzformaltjat a kovetkez0 tablazat tartalmazza:
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7 X(2) = Z{za}(2)
1 y4
z—1
) 2z
a
zZ—Qa
) az
na (2 —a)?
(z —a)?
s (2 +a)
(z —a)?
- az(2% + daz + a2)
n-a
G—ar
~—a)’ dz
. az sin(nw)
a Sll’l(nw) 22 — 2azcosw + a?
) z(z — acosw)
a" cos(nw) 22 — 2azcosw + a?

(a,b,w € Rés k € NT)

A tovabbiakban sziikségiink lesz a kovetkezo tételre:

2.3.5. Tétel. Legyen k € N1, ay, ..

hogy {x,}°°, olyan komplex sorozat, amelyre

Ttk = Q1 Tpik—1 +

tovabba

Ekkor

A2Tptj—2 + -+ + apTy + by,

limsup {/|b,| < oo.

n—oo

limsup {/|z,| < oc.

n—o0

2.4. A jelatviteli probléma vizsgalata

Tekintstik a

Sp —

. szakaszban definialt informacioatviteli probléma

specialis esetét. A problémat irhatjuk az ekvivalens

Sp—1+ Sn—2, han > 3,
S1 = 1, SS9 = 2,

Spn+2 = Snt1 + Sn, han >0,
So = 1, S1 = 1,

© Gydri L, Pituk M., Pannon Egyetem
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26 2. INFORMACIOATVITELI PROBLEMA

alakban is. Legyen S = Z{s, }. Ha vessziik mindkét oldal z-transzformaltjat és alkalmazzuk
az eltolasi tételt, azt kapjuk, hogy

229(2) — 2%s9 — 281 = 28(2) — zs0 + S(2).
A kezdeti értékeket behelyettesitésével:
(2 — 2 —1)S(z) = 22,

azaz

2

S(z) =

22

—z—1

Bontsuk S(z)-t parcialis tortekre ugy, hogy egy z szorzotényez6t meghagyunk a szamlaloban:

22 22 A n B
e =z
22—2z—-1 (z2—2z)(2—29) z—z z2—z)’

ahol

1 1
A= —z és B = ———=2,
V5 V5
tehat
1 z 1 z
S(z) = —=z - —2z )
(2) V5 lz—z VB z—2m
Innen
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2.4. AJELATVITELI PROBLEMA VIZSGALATA 27

minden n € NT-re. Ha erre a sorozatra kiszamitjuk a csatorna atereszt6 képességét, azt
kapjuk, hogy

1
C — lim 2&2°n
n—-4o0o n
i n+1 n+1
1 1 5 1 1—v/5
om |35 ()" - 35 (%)™
= lim -
n——+o00 n
I n+1 . an
g, | 45 (457) (1‘(1@5) )]
= lim -
n—-+4oo n
n+1 n+1
log, 7= + log, <1+2\/5> + log, (1—(;%) )
= lim
n—-+oo n
n+1
lo 1— (=4
log, = n+ 1) log, /5 g2( <1+\/5
= limﬂ—i-lim( Jlog, 75 + lim
n—oo n n—-+oo n n—-+oo n
1 )
= 0+log, +2\/_+0.

Tehat
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3. fejezet

Tobbvaltozos fuggveények
differencialszamitasa

3.1. Az p-dimenzids euklideszi tér

Barmely p € N esetén az R? szimbdlum a p-dimenzids valos oszlopvektorok terét jeloli. R?
elemeit vektoroknak vagy pontoknak nevezziik; R' = R.
Barmely x = (z1,...,2,)", y = (y1,...,yp)" € R? és X € R esetén

x‘{'y:('rl_}'yl)"'vxp_{'yp)T)
At = (A, ..., Ax,)T,

ahol a T" fels6 index a vektorok transzponalasara utal, azaz sorvektorok helyett oszlopvek-
torokat kell irunk. A fenti két miivelettel egyiitt R? valos vektortér, amelynek dimenzio-
jap. Azer = (1,0,...,0)7, e5 = (0,1,...,0)7,...¢, = (0,0,...,1)T vektorok az R?
tér bazisat alkotjak. Ezeket a vektorokat kanonikus bazisvektoroknak nevezziik. Barmely
x = (x1,T9,...,7,)" € RP vektor esetén

p
T = E Ti€;.
i=1

Az z = (1, %2,...,7,)" € RP vektor hosszdat vagy euklideszi normdjat a
p 1/2
Joll = (Y- ?)
=1

képlettel definialjuk.
Az x és y € RP pontok egymastol vald euklideszi tavolsaga

pp(2,y) = [z —y.
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3.2. Pontsorozat konvergenciaja

3.2.1. Definicio. Legyen {a, }>° , adott RP-beli sorozat. Azt mondjuk, hogy az {a,,} pontso-
rozat az a € R? limeszponthoz tart, ha ||a, — a|| — 0, han — co. A jeldlés a szokasos:

lim a, = a, illetve an — Q.

n—oo
Az {a, } pontsorozat konvergens, ha van limeszpontja, kiilonben divergens.

A kovetkez6 egyszerl tétel a pontsorozatok konvergencidjat visszavezeti valds szamso-
rozatok konvergencidjara.

3.2.2. Tétel. Legyen a, = (an1, ... anp) , n €N, ésa= (a1,...,a,)" €RP. Az
anp — a
limeszreldcio pontosan akkor teljesiil, ha minden i € {1,... p} esetén

Qpi — Q5.

3.3. Kornyezetek, pontozott kornyezetek
3.3.1. Definicio. Legyen a € R? és € > 0. Az a pont € sugarii kornyezetén a
K(a)={z Rl ||z —al <€}

halmazt értjik. A
Fe(a) = K(a) \ {a}

halmazt a pont € sugart pontozott kérnyezetének mondjuk.

A p = 1 esetben K (a) atmegy az (a — ¢, a + €) intervallumba, p = 2 esetén az a € R?
kdzéppontu e sugara kdrbe (a kdrvonal nélkiil), p = 3 esetén pedig az a € R? kdzéppontl ¢
sugaru gdmbbe (a gombfeliilet nélkiil).

3.4. Nyilt, zart és korlatos ponthalmazok

A kovetkezd definicid egy x € R? pontnak egy A C R? ponthalmazhoz viszonyitott helyzetét
osztalyozza.

3.4.1. Definicié. Legyen z € RP és A C RP. Azt mondjuk, hogy = belso pontja A-nak,
ha van olyan ¢ > 0, hogy K .(z) C A; x kiilsé pontja A-nak, ha van olyan ¢ > 0, hogy
AN K (x) = 0; x hatdarpontja A-nak, ha minden € > O-ra K.(z) N A # () # K.(z) \ A.

A kovetkezd 4bran lathatd A C R? halmaznak x belsd pontja, y kiilsd pontja, 2 pedig
hatarpontja.
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3.1. abra.

3.4.2. Definicio. Az A C RP ponthalmazt nyiltnak mondjuk, ha minden x € A pont belsd
pontja A-nak, és zdartnak, ha az R \ A ponthalmaz nyilt.

Az A C RP halmaz 6sszes belsé pontjabol allo halmazt A belsejének nevezzik és int A-
val jeloljiik. Az A halmaz hatarpontjaibdl all6 halmaz neve A hatara.

Az int A jelolés az ,,interior” latin szobol ered, amelynek jelentése ,,bels6”.
Egy ponthalmaz zartsagénak ellendrzésére gyakran jol hasznalhat6 a kovetkez6 tétel:

3.4.3. Tétel. Egy A C R? ponthalmaz akkor és csak akkor zart, ha barmely A-beli konvergens
pontsorozat limeszpontja eleme A-nak, azaz ha a,, € A minden n € N-re és valamely a € R?P
esetén a,, — a, akkor a € A.

3.4.4. Példa. Ha [o, §] C R, f, g pedig az [a, ] intervallumon folytonos valos fiiggvények,
amelyekre g < f az [«, 5]-n, akkor az

A={(z,y)" eR* |a<z<p, glx) <y < f(z)} CR?
halmaz zart. Valoban, ha (z,,,y,)” € A minden n € N-re, azaz
a<z, <B,  g(@n) <yn < flzn), neN,

és valamely (z,y)” € R? estén (z,,,9,)" — (z,y)7, akkor z,, — z és y,, — v, és felhasz-
nalva f és g folytonossagat az el6z6 egyenldtlenségrendszerbdl hataratmenet utan azt kapjuk,

hogy
a<z<pf  g)<y<f(o)

Tehat (x,y)" € A.

3.4.5. Definicio. Az A C R? ponthalmazt korldtosnak nevezziik, ha 1étezik r € (0, 0o0) gy,
hogy A C K,(0).

3.4.6. Definicio. Az {a,}>2 , RP-beli pontsorozat korldtos, haaz A = { a,, | n € N } halmaz
korlatos.

A szdmsorozatok elméletébdl ismert kivalasztasi tétel atvihetd pontsorozatokra is.

3.4.7. Tétel (Bolzano—Weierstrass-tétel). RP-ben minden korldtos pontsorozatnak van kon-
vergens részsorozata.
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3.5. Tobbvaltozos fiiggvények

3.5.1. Definicié. Legyen p, ¢ € NT. Az f fiiggvény R?-ba vezetd p vdltozés, ha f : RP —
RY, azaz D(f) C RP. Ha g > 1, akkor f-et vektorfiiggvénynek, ¢ = 1 esetén pedig valos
fiiggvénynek nevezzik.

Rogzitett £ € {1,..., ¢} esetén minden = € D(f)-hez rendeljilk hozza az f(z) € R?
képpont k-adik koordinatajat. Igy egy f. : R? — R p valtozos valos fiiggvény keletkezik,
amelyet f k-adik koordinatafiiggvényének nevezziik.

A koordinatafiiggvények ismeretében f egyértelmiien meg van hatarozva, hiszen

f@) = (fi(2),.... fo(@)",  hazeD(f).

Az RP — R tipusu tobbvaltozos fliggvények fontos osztalyat a linearis leképezések alkotjak.
Az L : RP — RY leképezés linedris, ha D(L) = RP, tovabba minden z, y € RP és A € R
esetén
L(z +y) = L(x) + L(y),
L(A\z) = AL(x).

A linearis algebrabol ismert, hogy barmely L : R? — RY linearis leképezés az
L(z) = My -z, xr € RP,

alakban irhato, ahol M, ¢ x p tipust valds matrix. Az M matrixot az L leképezés (kanonikus
bazisokra vonatkoz6) matrixanak nevezziik.

3.6. Hatarérték és folytonossag

crer

crer

3.6.1. Definicié. Legyen p, ¢ € NT. Azt mondjuk, hogy a b € R? pont az f : R? —
R? fliggvény hatarértéke az a € RP pontban, ha f értelmezve van a valamely pontozott
kornyezetében, és barmely olyan {z, }5° , sorozatra, amelyre z, € D(f), z,, # a minden
n € N-re, és x,, — a, a fuggvényértékek { f(z,)}>2, sorozata b-hez tart. Jelolés: f(zx) — b,
ha x — b vagy ;El}lf(x) =b.

3.6.2. Definicio. Azt mondjuk, hogy az f : R? — R? fiiggvény folytonos az a € D(f)
pontban, ha

lim f(z) = f(a),

r—a

azaz ha f értelmezve van a valamely kornyezetében, és barmely olyan {z, }5° , sorozatra,
amelyre z,, € D(f) és x,, — a, a fuggvényértékek { f(z,)}5°, sorozata f(a)-hoz tart.

Most a folytonossagnal altalanosabb, az értelmezési tartomany valamely részhalmazara
szoritkozva vett folytonossag fogalmat definialjuk.
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3.6.3. Definicio. Legyen f : R? — R% ésa € A C D(f). Azt mondjuk, hogy f A-ra
szoritkozva folytonos az a pontban, ha barmely olyan {z, }>° , sorozatra, amelyre z,, € A és
x, — a, a fuggvényértékek { f(x, )}, sorozata f(a)-hoz tart.

Ha f egyvaltozos valos fuggvény (p = ¢ = 1) és valamely a € D(f) és d > 0 esetén
la,a +d) C D(f) ((a — 6,a] C D(f)), akkor f-nek az [a,a + &) ((a — 0, a]) halmazra
szoritkozva vett folytonossaga azt jelenti, hogy f az a helyen jobbrol (balrol) folytonos.

A kovetkezd tétel azt mutatja, hogy egy vektorfiiggvény hatarértékének és folytonos-
saganak vizsgalata soran elegendd a koordinatafiiggvényeire szoritkozni.

3.6.4. Tétel. Legyenp, g € NT, f: RP — R? adott fiiggvény, x € D(f) esetén

f(l’) = (fl(x>7 - 'af!I(x»Tv
tovabbda a € A C D(f) és b= (by,...,b,)" € RY. Ekkor
lim f(z) = b

r—a

pontosan akkor, ha minden k € {1,...,q} esetén

r—a

Az f fiiggvény éppen akkor folytonos (A-ra szoritkozva) az a pontban, hamindenk € {1,..., q}
esetén fi, (A-ra szoritkozva) folytonos az a helyen.

Ha f:R? — R%ésx = (z1,...,2,)" € D(f), akkor

fl(rs- o mp)")

helyett a kényelmesebb

flze, ..., 2p)
jeldlést fogjuk hasznalni. Igazodva az altalanos szokashoz az (zy,...,x,)T € RP jeldlést is
ugy ,.egyszerusitjiilk”, hogy a transzponalasra utalo 7" fels6 indexet elhagyjuk, azaz oszlop-

vektor helyett sorvektort irunk. Ugyanakkor hangstlyozzuk, hogy ha valamely R”-beli vektor
matrix szorzat tényezdjeként szerepel, akkor mindig oszlopvektorként kell értentink.

3.6.5. Példa. Az .
flay) =——"—=  (zy) eR*\{(0,0)}

72 + y2 )
figgvénynek a (0,0) pontban nem létezik hatarértéke, mert ha olyan (x,,, y,,) pontsorozatot

tekintiink, amelynek tagjai mind az y = = egyenesen fekszenek és a (0, 0) ponthoz tartanak,
akkor 0 # x,, esetén

z? 1
f(xnaxn) - I’% +I721 - 57
ugyanakkor az x-tengely mentén y,, = 0 folytan
f(z,,0)=0

adodik.
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3.6.6. Példa. Az
f(z,y) =sin(2z +3?),  (z,y) € R?

fiiggvény folytonos minden (a, b) € R? pontban, mert barmely (a, b)-hez tart6 (z,,, y,,) soro-
zatra x,, — a, Y, — b, és ezért
f (2, yn) = sin(2x, + y2) — sin(2a + b*) = f(a,b).
Az egyvaltozos valos fiiggvények hatarértékérdl és folytonossagardl szolo tételek tobbsé-
ge atvihet6 tobbvaltozos valos fiiggvényekre is. gy példaul, ha f, g : R? — R folytonosak
az a € R? pontban, akkor ugyanilyen f + g, fg is, és g(a) # 0 esetén ugyanilyen i is.

Az egyvaltozos valos fiiggvények intervallumon valo folytonossaganak definicidja speci-
alis esete a kovetkezd fogalomnak.

3.6.7. Definicié. Legyen f : R? — R?¢és A C D(f). Azt mondjuk, hogy f folytonos az A
halmazon, ha f minden a € A pontban A-ra szoritkozva folytonos.

Ha f : R? — R?¢és U C D(f) nyilt halmaz, akkor f pontosan akkor folytonos az U
halmazon, ha folytonos U minden pontjaban.

3.7. Differencialhatosag

Az egyvaltozos valds fliggvények elméletébdl ismert differencialhatosadg fogalmanak kiter-
jesztése tobbvaltozos fliggvényekre a kdvetkezo:

3.7.1. Definicio. Az f : RP — R? fliggvényt (totdlisan) differencialhatonak mondjuk az
a € D(f) pontban, ha 1étezik egy L : RP — RY linearis leképezés ugy, hogy

L J@) = f@) ~ Lz — a)

= I = all

=0.

Az L linearis leképezést az f fiiggvény a pontbeli differencialjanak, az L leképezés M, mat-
rixat pedig f a-beli differencialhanyadosanak vagy Jacobi-matrixanak nevezziik. Jelolés:
L = Df(a), illetve M, = f'(a).

Valés f esetén (¢ = 1) az f’(a) Jacobi-matrix 1 X p tipust, azaz p dimenzios sorvektor.
Ebben az esetben az a pontbeli Jacobi-matrix helyett az a pontbeli gradiens vagy gradiens-
vektor elnevezés és az f'(a) = grad f(a) jelolés is hasznalatos.

Meg lehet mutatni, hogy ha 1étezik, akkor a differencial egyértelmii.

3.7.2. Tétel. Bdarmely f : RP — R fiiggvénynek egy adott a € D(f) pontban legfeljebb egy
differencidlja létezik.

Egy vektorfliggvény differencidlhatosaga ekvivalens a koordinatafiiggvényeinek differen-
ciadlhatosagaval.
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3.7.3. Tétel. Legyen p, ¢ € NT, f: RP — R? adott fiiggvény, © € D(f) esetén

f(l’) = (fl(x)7 R f(I(I)>T7

tovabba a € D(f). Az [ fiiggvény éppen akkor differencidlhaté az a pontban, ha minden
ke{l,..., q} esetén az fi : RP — R fiiggvény differencidlhaté az a pontban, és differenci-
alhatosag esetén az f'(a) Jacobi-matrix k-adik sorvektora f|(a), k € {1,...,q}.

A differencialhatosag és a folytonossag kozotti kapesolat hasonld, mint az egyvaltozds
valos fiiggvényeknél.

3.7.4. Tétel. Ha f : R? — RY differencidlhaté az a € D(f) pontban, akkor itt folytonos is.

Arra, hogy a forditott allitds nem igaz mar az egyvaltozos valos fliggvényeknél is utaltunk.

3.8. Az irany menti derivalt, parcialis derivaltak

Ha a, v € RP, akkor az a ponton athalad6 v irdnyvektora egyenes pontjai az
r=a+tv

alakban irhatok, ahol ¢t € R. Legyen f : R? — RY, ¢t > 0 és tegylik fel, hogy v € R?
egységvektor, azaz ||v|| = 1. Tekintsiik f értékét abban a pontban, amely a-tol ¢ tavolsagra
fekszik a v altal megadott iranyban, vagyis az a+tv pontban. Ennek és f(a)-nak a kiilonbségét
a két pont ¢ tdvolsagaval osztva az

fla+tv) = f(a)
t

v irany menti kiilonbségi hanyados keletkezik.

3.8.1. Definicié. Legyen f : R? — R% a € D(f) és v € RP adott egységvektor. Azt
mondjuk, hogy f differencialhato az a pontban a v irany mentén, ha a

i fat ) = f(@)

t—0 t

hatarérték 1étezik (R7-ban). Ezt a hatarértéket (ha létezik) a 0, f(a) vagy D) f(a) szim-
boélummal jeldljik, és az f fiiggvény a-beliv irany menti differencialhanyadosanak nevezzik.

A definiciobol kovetkezik:
3.8.2. Tétel. Legyen p, ¢ € N, f : RP — R fiiggvény, x € D(f) esetén
fa) = (fi2), ..., fo(2))",

tovabbd a € D(f) és v € RP egy adott egységvektor. Az f fiiggvény éppen akkor differenci-
dalhaté az a pontban a v irany mentén, ha minden k € {1, ..., q} esetén fy, differencialhato a
v irany mentén, és differencialhatosag esetén

Oy f(a) = (D) fr(@), - -, Dy fo(a)) "
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Abban a specidlis esetben, amikor v megegyezik a kanonikus bazisvektorok valamelyiké-
vel az irany menti differencidlhanyadost parcidlis differencidlhanyadosnak nevezziik. Rész-
letesebben:

3.8.3. Definicio. Legyen f : R? — R% a € D(f), i € {1,...p} ése; € RP az i-edik
kanonikus bazisvektor. Azt mondjuk, hogy f parcialisan differencialhato az a pontban az
i-edik valtozo szerint, ha f differencialhaté a-ban az e; irany mentén. A J.,) f(a) € R? irany
menti differencialhanyadost (ha 1étezik) az f fiiggvény a-beli i-edik valtozo szerinti parcialis
differencialhanyadosanak nevezzik.

3.8.4. Definicio. Legyen f : R? — RY fuggvény ési € {1,...,p}. Jeloljik 0, f-fel azt a
fiiggvényt, amelynek értelmezési tartomanya D(f) azon x pontjaibol all, amelyekben f az
1-edik valtozo szerint parcialisan differencidlhatd, és értéke minden ilyen x pontban f-nek
az i-edik valtozo szerinti parcialis differencialhdnyadosa. A 0;f fiiggvényt az f fiiggvény
1-edik valtozo szerinti parcidlis derivaltfiiggvényének vagy roviden parcialis derivaltianak
nevezzik.

Ha az f : R? — R? fliggvény i-edik valtozojat x;-vel jeloljiik, akkor az i-edik valtozo
szerinti parcialis derivaltat a

0 ,
af, S vagy Ja,
Z;

szimolumokkal is jelolhetjiik.
Legyen f : R? — R p valtozos valos fliggvény, a = (ay,...,a,) € RPési e {1,...,p}.
Definidljuk a h : R — R fiiggvényt a

hs) = F(@r, @ity 5, 0iss )

képlettel minden olyan s € R-re, amelyre (a,...a;_1,5,Qit1,...,a,) € D(f). Konnyi
belatni, hogy f pontosan akkor differencidlhaté a-ban az i-edik valtozo szerint, ha h differen-
cidlhat6 az a; € R helyen, és ekkor

dif(a) = hl(‘%’)‘

Ezért a parcialis derivaltak kiszamitdsdhoz hasznalhatjuk az egyvaltozos valos fliggvények
differencialasi szabalyait. A kétvaltozos esetben (p = 2) a fenti h fiiggvényt a kdvetkezd
abrak szemléltetik:

3.8.5. Példa. Legyen
flz,y) =Y, haz € (0,00) ésy € R.
Ekkor minden x € (0,00) és y € R esetén

a_f<x7y) :yxyfl’ a_f<$,y) =2YInx.

dy

A differencialhatosag és az irany menti derivalt kozotti kapcsolatrol szol a kovetkezo:
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z=f(x,y)

3.2. abra.

3.8.6. Tétel. Tegyiik fel, hogy f : R? — RY differencialhaté az a € D(f) pontban. Ekkor
barmely v € RP egységvektor esetén a O,) f (a) irany menti derivalt létezik, mégpedig

Ow f(a) = f'(a) - v.

Specidlisan, minden i € {1,...,p} esetén [ az a pontban parcidlisan differencidlhaté az
1-edik valtozo szerint, és

0if(a) = f'(a) - e,

az f'(a) Jacobi-matrix i-edik oszlopvektora.

Legyen f : R? — RY egy adott fiiggvény, és x € D(f) esetén
f@) = (fiz), ..., fo(2))".

Ha f differencialhat6 az a € D( f) pontban, akkor a . és . Tétel szerint
81 f1 (CL) e 8pf1 (CL)

61f2(@) e 8pf2(a)

O fela) ... Opfy(a)

3.8.7. Példa. Definialjuk az f : R?> — R fiiggvényt az

0, hax =0vagyy =0,
flzy) = ,
1, haz #0ésy #0

képlettel. Konnyt belatni, hogy

of _of _

de f nem folytonos a (0,0) pontban. Ezért a . Tétel szerint f nem differencialhat6 a
(0, 0) pontban.
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Az el6z0 példa azt mutatja, hogy a parcidlis derivaltak 1étezésébdl még nem kovetkezik a
fiiggvény differencialhatosaga, sét folytonossdga sem. Ugyanakkor a kdvetkezd tétel alapjan
a parcialis derivaltak folytonossadga, mar maga utan vonja a differencialhatésagot.

3.8.8. Tétel. Legyen f : R? — R ésa € D(f). Ha mindeni € {1,...,p} esetén a O;f
parcidalis derivalt folytonos az a pontban, akkor f differencialhato a-ban.

3.8.9. Példa. Legyen
flx,y) =sin(2z +¢%),  (x,y) € R

Barmely (z,y) € R? esetén

of _ > , of _ >
5 (x,y) = 2cos(2z + y°) és 9y (x,y) = 2y cos(2x + y°).

0
A . Példaban mar belattuk f folytonossagat. Hasonlé6 modon ellendrizhetd, hogy a (9_f
X

r

0 : . . . : .
és 8_f fiiggvények is folytonosak R? minden pontjaban. Ezért f differencidlhaté minden
Y

(z,y) € R? pontban, és
F'(z.) = (2c0s(2 + 7). 2y cos(2 + 1)
Az f fiiggvény a = (0, 0) pontbeli v = (\/%, \/%) irany menti derivaltja
1 1\" 2
Oy fla) = f'(a)-v=(2,0 (—,—) = ="
w.f(a) = f'(a) (2,0) NG 7

Megjegyezziik, hogy egy kétvaltozos valds f fiiggvény differencialhatosaga egy (a,b) €
D(f) pontban geometriailag azt jelenti, hogy a z = f(x,y) felillethez annak (a, b, f(a,b))
pontjdban €érintdsik illeszthetd.

3.8.10. Definicio. Tegyiik fel, hogy f : R? — R differencialhat6 az (a,b) € D(f) pontban.
Ekkor a

z=01f(a,b)(x —a)+ 02f(a,b)(y — b) + f(a,b)

egyenletii sikot az f fiiggvény (a, b) ponthoz tartozo érintdsikjanak nevezzik.

3.9. A lancszabaly

Az Osszetett fliggvény differencialési szabalya vektorfiiggvényekre a kovetkezo:

3.9.1. Tétel (Lancszabaly). Legyen p, q, € N*. Ha f : RP — R differencidlhaté az a €
D(f) pontban és g : R? — R" differencidalhaté az f(a) pontban, akkor go f is differencidlhato
az a pontban, és

D(go f) = Dg(f(a)) o Df(a),
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tovabba
(go f)(a) =g'(f(a))- f(a),

ahol - a matrix szorzast jeloli, azaz minden i € {1,...,p} ésk € {1,...,r} esetén

0i(gr o f)(a Zajgk a)) 9 f;(a),

ahol a gi-k és fj-k a g, illetve f vektorfiiggvény koordinatafiiggvényei.

3.10. Kozépértéktétel

Legyena, b € R?, a # b. Ekkor az a és b pontokat 6sszekot6 zart szakasz pontjai a+t(b—a)
alakban irhatok, ahol ¢ € [0, 1].

3.10.1. Definicio. Barmely a, b € RP, a # b, esetén legyen
[a,b] ={a+t(b—a)[te]01]},

(a,b) = {a+t(b—a)|te (01}

A kovetkez6 tétel Lagrange tételének altalanositasa tobbvaltozds valds fliggvényekre.

3.10.2. Tétel. Legyen a, b € RP, a # b. Ha f : R’ — R folytonos az |a, b] szakaszon és
differencialhato minden x € (a,b) pontban, akkor létezik c € (a, b) ugy, hogy

f(b) = fla) = f'(c) - (b—a) Zaf ) (b; — a;).

3.11. Schwarz tétele
3.11.1. Definicié. Ha f : R? — RY és valamely i, j € {1,...,p} ésa € D(f) esetén a
9;(0if)(a)
parcialis differencialhdnyados 1étezik, akkor azt a
955 f(a)
szimbolummal jeloljik. A 0;; f fiiggvények f mdsodrendii parcidlis derivaltjai.

Ha az f : R? — R? fliiggvény valtozoit rendre az z4,. .., z, betlikkel jeloljiik, akkor
0, f(a) helyett a
0% f
81’]-0%

(@), fra (@), illetve  foa(a)
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jelolés is hasznalatos. Figyeljiilk meg, hogy a derivaldsok sorrendje az indexes jelolésmod
esegén balrol jobbraQ, a tort alaku jelolésmod esetén pedig jobbrol balra halad. Ha ¢ = j, akkor
02 gxl helyett a g—x‘; jelolés hasznalatos.

A 0, f alakuakat tiszta, a 0,; f (i # j) alakuakat pedig vegyes masodrendii parcidlis deri-
valtaknak szokés nevezni.

Az el6z6 definicidhoz hasonldan ,,rekurzioval” definidlhatok a harmadrendi, negyedren-
dt stb. parcialis derivaltak. Az f : R? — R? fiiggvény 0, f (i« € {1,...,p}) parcidlis deri-
valtjait elsorendii parcialis derivaltaknak mondjuk, ha sziikks€g van megkiilonboztetésiikre a
magasabb rendiiektol.

A kovetkez6 tétel azt mutatja, hogy bizonyos feltételek mellett a vegyes parcialis derival-
tak kiszamitdsakor a derivalasok sorrendje felcserélhetd.

3.11.2. Tétel (Schwarz tétele). Legyen f : R? — R adott fiiggvény. Tegyiik fel, hogy a O, f,
Oqf fiiggvények definidlva vannak az (a,b) € D(f) pont valamely kérnyezetében és a Os f
fiiggvény folytonos az (a, b) pontban. Ekkor 0 f(a,b) létezik, és

821f(a, b) == 812f(a, b)

3.12. Abszolut és lokalis szélsoértékhelyek

Az egyvaltozos valos fliggvények esetéhez hasonldan bevezetjiik a kovetkezd elnevezéseket:

3.12.1. Definicié. Legyen f : R? — R, a € H C D(f). Azt mondjuk, hogy az a pont f-nek
H-ra nézve abszolut maximumhelye (abszolut minimumhelye), ha minden x € H esetén

flx) < fla)  (f(z) > f(a)).

Az abszolut maximumhely és abszolit minimumbhely helyett a globdlis maximumhely,
illetve globdalis minimumhely elnevezés is hasznalatos.
A kovetkez6 tétel Weierstrass tételének kiterjesztése tobbvaltozds fiiggvényekre.

3.12.2. Tétel. Legyen H nemiires, korlatos és zart részhalmaza RP-nek. Ha f : RP — R
folytonos a H halmazon, akkor f-nek H-ra nézve létezik abszolut maximumhelye és abszolut
minimumhelye is.

Most a lokalis szélsdértékhelyeket definialjuk.

3.12.3. Definicié. Legyen f : R? — R. Azt mondjuk, hogy az a € D(f) pont az f fliggvény
lokalis maximumbhelye (lokdlis minimumhelye), ha 1étezik 6 > 0 Ggy, hogy Ks(a) C D(f), és
minden z € Ks(a), z # a, esetén

f@) < fla)  (f(x) = f(a)).

Ha a < (>) egyenl6tlenséget <-re (>-ra) cseréljiik, akkor a szigoru lokdlis maximumhely

crer
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Lokalis szélséértékhely 1étezésére ad sziikséges feltételt a kdvetkezo:

3.12.4. Tétel. Legyen f : RP — R és a € int D(f). Tegyiik fel, hogy a az f fiiggvény lokdlis
maximumhelye vagy minimumhelye. Ha valamely i € {1,...,p} esetén 0;f(a) létezik, akkor
0;f(a) = 0. Specidlisan, ha f differencialhaté az a pontban, akkor minden i € {1,... p}
esetén O; f(a) = 0.

A tétel megforditdsa nem igaz, amint erre mar az egyvaltozos valods fliggvényeknél is
utaltunk.

3.12.5. Definicio. Legyen adva egy f : R? — R fliggvény. Az a € D(f) pontot f kritikus
(staciondrius) pontjanak mondjuk, haa € int D(f) ésmindeni € {1,... p}eseténd;f(a) =
0.

Az eldz6 tétel szerint egy differencialhaté fiiggvénynek csak kritikus pont lehet lokalis
sz¢lsdértékhelye.

3.12.6. Példa. Az
flr,y)=2>—y*+3z+y,  (z,y) €R?

fliggvénynek nincsen maximumhelye, mert minden (z,y) € R? pontban

g—i(x,y) =3(z+1) > 0.

Most keressiik f maximumat a
H={(r,y) eR*|0<2<1,0<y<1—2x}

halmazra nézve. Mivel H korlatos és zart, f pedig folytonos H-n, ezért f-nek H-ra nézve
létezik maximumhelye. A

of _ af2
%(m,y)—i’)(m +1) >0, xr € R,

egyenldtlenségbdl kovetkezik, hogy minden rogzitett y € [0,1] esetén a h(x) = f(x,y),
x € R, fliggvény szigorian monoton novekedd. Ezért

= 1—x).
(gg?ng(Ly) xrg[gﬁ}f(x, z)

Mivel minden = € [0, 1] esetén

- 2
ezért

(gg?ng(x, y) = f(1,0) = 4.
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A kovetkezo tétel elegendo feltételt ad arra, hogy egy kétvaltozos valds fliggvénynek egy
adott kritikus pontban lokalis szélséértéke legyen.

3.12.7. Tétel. Legyen adva egy f : R*> — R fiiggvény és (a,b) € int D(f). Tegyiik fel, hogy
f masodrendii parcidlis derivaltjai folytonosak az (a,b) pontban, tovabba

81f(a, b) = 82f(a, b) =0.

Ha
D11 f(a,b) Dan f(a,b) — [Draf(a,b)]” >0,

akkor (a,b) f-nek lokdlis szélséértékhelye, mégpedig ha
O11f(a,b) >0,
akkor lokalis minimumhelye, ha pedig
O11f(a,b) <0,

akkor lokalis maximumhelye.
Ha

811f<(l, b) 322f(a, b) — [(912f(a, b)] 2 < 0,

akkor (a,b) f-nek nem lokdlis szélséértékhelye.

3.12.8. Példa. Legyen
f(z,y) = 2° +9° — 3zy, ha (z,y) € R%
Ekkor minden (z,y) € R? esetén
o f(z,y) =32 — 3y és Oof(z,y) = 3y* — 3z.
Ko6nnyen ellendrizhetd, hogy f-nek két kritikus pontja van, (0,0) és (1,1). A
o f(z,y) = 6, D2 f(z,y) = 6y, daf(z,y) = =3, o f(z,y) = =3
masodrendii parcialis derivaltak folytonosak. Mivel
911£(0,0) Daaf(0,0) — [A12£(0,0)]” = =9 < 0,
ezért a (0,0) pont nem lokalis széls6értékhely. Ugyanakkor
O f(1,1) 00 f(1,1) = [1af(1,1)] =27>0 & 9 f(1,1)=6>0

folytan az (1,1) pont f lokalis minimumhelye.
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4. fejezet

Teriileti integral

4.1. A teriilet fogalma

Definialni szeretnénk sikidomok, azaz R? részhalmazainak a teriiletét. A teriilet fogalmat a
téglalapok teriiletére fogjuk visszavezetni. Ezt a célt szolgaljak a kovetkezd definiciok.

4.1.1. Definici6. Legyena, b,c,d € R,a < b,c < d. Az
I =[a,b] x [c,d] C R?

halmazt (kétdimenzios) intervallumnak nevezzik (lasd a 4.1. abra).

4.1. abra.

Az I intervallum teriilete:

H(I) = (b—a)(d — o).

4.1.2. Definicio. A Hy, ..., H, halmazokat, ahol n € N* és H; C R? (i € {1,...,n}),
egymasba nem nyuloknak mondjuk, ha barmely ¢ # j esetén

int H; Nint H; = 0,

azaz H;-nek ¢s H;-nek nincs kozos bels6 pontja.
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Most mér definialhatjuk egy korlatos sikbeli halmaz kiils6 és belsd tertiletét.
4.1.3. Definicio. Legyen H C R? korlatos halmaz. Legyen k(H) az dsszes olyan
> o)
j=1

alaka sszegbdl all6 szamhalmaz infimuma (alsé hatara), ahol n € NT, az I; C R? halmazok
pedig intervallumok (j = 1,...,n), amelyek befedik H-t (1asd a kovetkezd dbra), azaz

7j=1
,,,,,,,,,,,,,,,,, Ho_|
] 1\

/ N\
)
i | /
/

4.2. abra.

A k(H) szamot a H halmaz kiilsé teriiletének nevezziik.
A H halmaz belsé teriilete, jelben b(H ), az 6sszes olyan

n

Zt([j)

7j=1
alaku Gsszegbdl all6 szamhalmaz szuprémuma (alsé hatara), ahol n € N*, az [; C R? hal-
mazok pedig egymasba nem nyul6 intervallumok, amelyekre /; C H (j = 1,...,n) (lasd a

kovetkezd abra), feltéve, hogy H tartalmaz egyaltalan intervallumot. Ha H egyetlen inter-
vallumot sem tartalmaz, legyen b(H) = 0.

Nyilvanvalo, hogy az imént definialt b(H) és k(H) szamok also, illetve fels6 becslést
adnak a H halmaz altalunk definialni kivant teriiletére. A H halmaz korlatossagat azért kell
feltenniink, hogy be lehessen fedni véges szamu intervallummal. Ezek utan kézenfekvo a
kovetkezd:

4.1.4. Definicio. A H C R? halmazt mérhetének mondjuk, ha H korlatos és b(H) = k(H).
Ha H mérhet6, akkor H teriiletén a

szamot értjik.
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4.3. 4bra.

A teriiletnek ez a fogalma Jordan francia matematikustol szarmazik. A tertilet fontosabb
tulajdonsagait foglaljak 0ssze a kovetkezo tételek.

4.1.5. Tétel. Ha Hy és Hy mérhetdk, akkor Hy U Hy, Hy N Hy, Hy \ Hy is mérhetd.

4.1.6. Tétel. Ha a Hy, ..., H, halmazok mérhetok és egymasba nem nyulok, tovabba

akkor H is mérheto, és

3

t(H) = Zt(Hj)~

Jj=1

4.1.7. Tétel. Egy H C R? halmazra a kévetkezé allitdsok egyenértékiiek:
(i) t(H) =0,
(ii) k(H) = 0,
(iii) barmely € > 0 esetén léteznek 11, . . ., I, intervallumok ugy, hogy

n

HcC lej és Y ) <e
j=1

j=1
4.1.8. Tétel. A H C R? halmaz pontosan akkor mérhetd, ha korlatos és hatdra nulla teriileti.

A sikban bevezetett teriiletfogalom mintajara bevezethetnénk a haromdimenzids térben
vagy altalanosabban az R? térben a Jordan-féle térfogat fogalmat. Nyilvanvalo, hogy RP-
ben a p-dimenzids

I = [ay,by] X [ag,bs] - -+ X [ay, by)
intervallumok
t(I) = (br — a1)(b2 — az) -~ (bp — ap)

térfogatabol kellene kiindulnunk.
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4.2. A teriileti integral fogalma

Legyen adva egy mérhet6 és zart H C R? halmaz és egy H-n folytonos nemnegativ f : H —
[0, 00) fiiggvény. Kiszamitando annak a testnek a V' térfogata, amelyet feliilrél a z = f(z, y)
feltiletnek H feletti része, alulrdl pedig az xy-sikbeli H halmaz hatarol (lasd a 4.4. abra).

F ITTTTT z=f(x
S ( 'y)
7

277

7 astede,

4.4. abra.

Az egyvaltozés Riemann-integral mintajara az alabbi fogalmak segitségével also és felsd
becslést adhatunk a kiszamitando test térfogatara.

4.2.1. Definicio. Legyen H C R? mérhets. A H halmaz ® felosztdsdn olyan egymdasba nem

nyuld, nemiires mérhetd Hy, . .., H, halmazok (véges) sorozatat értjiik, amelyekre
n
JH =4
j=1

Jelolés: & = {Hy,..., H,}.

4.2.2. Definicié. Legyen advaegy H C R? mérhetd halmaz és egy f korlatos valds fliiggvény
a H halmazon. Ha® = {H,, ..., H,} a H halmaz egy felosztasa, akkor f korlatossaga miatt
minden i € {1,...,n} esetén az

m; = inf f(H;), M; = sup f(H;)
szamok végesek. Az

Sp — i m; t(HZ)
=1

Osszeget az f fliggvény @ felosztashoz tartozo (Darboux-féle) also dsszegének, a
=1

Osszeget pedig az f fiiggvény P felosztashoz tartozd (Darboux-féle) felsé dsszegének nevez-
ziik.
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Nyilvanvalo, hogy ha f korlatos a mérhetd H halmazon, akkor H barmely ¢ felosztasara
t(H)inf f(H) < s¢ < Sp < t(H)sup f(H).

4.2.3. Definicio. Barmely a H C R? mérhetd halmazon definialt korlatos f fiiggvény esetén
legyen

I4 = sup{ s¢ | ® a H halmaz felosztasa, }
és

Ir = inf{ Sg |  az H halmaz felosztasa}.
Az I, szamot f H-n vett (Darboux-féle) also integraljanak, az [ szamot pedig f H-n vett
(Darboux-féle) felso integradljanak nevezzik.

Ha V annak a testnek a térfogata, amelyre a szakasz elején utaltunk, akkor H barmely ¢
felosztasara
S¢ S V S S@?

és ezért
Iy <V <Ip.

4.2.4. Definicio. Legyen H C R? mérhetd. A H-n definialt f fiiggvényt integralhaténak
mondjuk, ha f korlatos és /4 = Ir. Ha f integralhaté H-n, akkor az

I=1,=1Ip

kozos értéket f H-n vett (Riemann-féle) teriileti integraljanak nevezzik. Jele:

I://Hf(a:,y) dx dy vagy csak //H f.

4.3. A teriileti integral tulajdonsagai

4.3.1. Tétel (Egzisztencia tétel). Ha H C R? mérhetd és zart, f pedig folytonos H-n, akkor
f integralhato is.

A tételbdl és a . Definici6 el6tti megjegyzésbdl adodik a teriileti integral geometriai
jelentése: ha H C R? mérhetd és zart, f pedig egy a H-n folytonos nemnegativ fiiggvény,
akkor [/ 5 J annak a testnek a térfogata, amelyet feliilrél a z = f(xz,y) felillet I feletti része
alulrdl pedig az xy-sikbeli H halmaz hatarol.

A tertileti integral fontosabb tulajdonséagait irjak le a kdvetkezd tételek.

4.3.2. Tétel. Ha f integralhato a mérheté H-n, és G C H mérheto, akkor f integralhato G-n
is.

4.3.3. Tétel. Ha f integralhato az egymasba nem nyulo, mérheté H; (i = 1, ... ,n) halmazok
mindegyikén, akkor integradlhato a
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=211,

4.3.4. Tétel. Ha f és g integralhato a mérheté H halmazon, ¢ € R, akkor cf és f + g is

integralhato H-n, és
J[en=c|[ 1
//}Lj<f+g)=/Lf+/Ag-

4.3.5. Tétel. Ha f és g integralhato a mérheté H halmazon, és f < g H-n, akkor

Jhr= 10

4.3.6. Tétel. Ha f integrdlhaté a mérheté H halmazon, akkor |f| is integrdalhaté H-n, és

L= L

4.4. A teriileti integral Kiszamitasa

halmazon is, és

Most olyan tételeket ismertetiink, amelyek lehetové teszik a teriileti integral kiszamitasat egy-
valtozds Riemann-integralokkal. Eldszor nézziik az intervallumon valo integralast.

4.4.1. Tétel. Legyen f integralhato az
I =a,b] x [c,d] C R?

intervallumon, és tegyiik fel, hogy minden x € [a, b] esetén létezik az (x-16l fiiggd)

mw—/fmmw

integradl. Ekkor g integralhaté [a,b]-n, és

/Xf:lZumL
//If<x,y>dxdy=/ab(/cdﬂx,y)dy) dz.

A . Tétel feltételei teljesiilnek, ha példaul f folytonos az I intervallumon.
Természetesen x €s y szerepe felcserélhetd, azaz ha f integralhato /-n, és minden rogzitett
y € [c, d] esetén 1étezik a

avagy

b
h(y) = / f(x,y)dx
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integral, akkor h interalhato [c, d]-n, és

5= [ = [ ([ s

Az utolso6 ,kétszeres integralnal” a zardjelet néha el is szoktak hagyni. Hangsulyozzuk, hogy
ilyenkor az integralas mindig beliilr6l halad kifelé.

A teriileti integralnak kétszeres integralla valo atalakitasa alkalmazhaté az intervallumok-
nal altalanosabb sikidomokon is. Vezessiik be a kovetkez6 elnevezést:

4.4.2. Definicié. Legyen ¢ és v az [a,b] C R intervallumon definialt folytonos valos fiigg-
vény, és ¢ < 1) az [a, b]-n. Ekkor az

N={(z,y) eR*[a<z<b d(z) <y < ()}

halmazt y-ra nézve normaltartomanynak nevezziik (lasd a kdvetkezo abra).

y=y(x)

y=(x)

4.5. abra.

Hasonloan az
M= {(z,y) eR* |a <y <bo(y) <z <Y(y)}
alakt halmazok neve x-re nézve normaltartomany (lasd a kdvetkezd abra).
Meg lehet mutatni, hogy:

4.4.3. Tétel. Barmely normaltartomany korlatos, zart és mérheto, tovabba ha f integralhato
az el6zo definicioban szereplo N normdaltartomanyon, akkor

femydedy= [ ([ fy)dy) de,
/1, (L.

feltéve, hogy a jobb oldali belsé integrdal minden x € [a, b]-re létezik.
Hasonloképpen, ha [ integralhaté az M normaltartomanyon, akkor

b P(y)
; dd: 9 d da
/Mf(my) v dy /a</¢<y) f(e.y) :c) y

feltéve, hogy a jobb oldali belsé integral minden y € [a, b]-re létezik.
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x=¢(y) x=y(y)

4.6. abra.

Megjegyezziik, hogy ha f folytonos az N, illetve M normaltartomanyon, akkor
a 4.4.3. Tétel feltételei teljesiilnek.

Az
b/ () b poly)
dy ) d 4 dr ) d
/a</¢(x) f(z,y) y) r  és /G(/¢(y) f(z,y) 1’) y

kétszeres integralokat szoktak az

b () b P(y)
/ dx/ f(z,y)dy, illetve / dy/ f(z,y) dx
a #(x) a é(y)

alakban is irni.

4.4.4. Példa. Legyen H C R? az a korlatos halmaz, amelyetazy = 2,y =0,z = 1ésx = 2
egyenesek hatarolnak, és szamitsuk ki a

// ex dx dy
H

tertileti integralt!

x=1 x=2
y=x

y=0

4.7. abra.
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Nyilvan
H={(z,y) eR*|1<2<2,0<y<ux}

(lasd a 4.7. abra).
Mivel H normaltartomény y-ra nézve és az integrandus folytonos H-n, ezért

2 T 2 T
// ezdmdy:/ (/ ezdy> d:v:/ {xez} dx
H 1 0 1 y=0

2/12:16(6—1)0[:)3: {(6_1)%12:@.

1
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5. fejezet

Differencialegyenletek

5.1. Elsorendii linearis differencialegyenlet

Kozonséges (skalaris) differencidalegyenlet alatt olyan fiiggvényegyenletet értiink, amelyben
az ismeretlen egyvaltozos valos y fliggvénynek a derivaltjai is szerepelnek. Egy n-ed rendi
differencialegyenletet szimbolikusan az

F('I’ y) y,7 A 7y(n)) = O

képlettel irhatunk le, ahol F' : R"*2 — R adott fiiggvény. Az y fiiggvény akkor megolddsa a
differencidlegyenletnek valamely I C R intervallumon, ha y differencidlhaté /-n, és minden
x € I-re

Fla,y(2),y (@), ...,y (x)) = 0.

(A derivaltak alatt az I-re vonatkozé derivaltakat kell érteni, tehat zart intervallum esetén a
végpontokban a megfeleld féloldali derivaltakat.) Ebben a fejezetben a skalaris differencial-
egyenletek néhany tipusanak a megoldasat fogjuk vizsgalni. El6szor tekintsiik az

Y +p(x)y = q(x)

elsérendii linearis differencidlegyenletet, ahol p és q az (o, ) C R intervallumon értelmezett
folytonos valds fiiggvény. Ha ¢ azonosan nulla («, 3)-n, akkor az egyenletet homogénnek,
kiilonben pedig inhomogénnek nevezziik.

Tegyiik fel, hogy y megoldasa a differencidlegyenletnek az («, [3) intervallumon, azaz

y'(x) + px)y(z) = q(z),

minden = € («, §)-ra. Legyen P primitiv fliggvénye p-nek (o, 5)-n. Az utolso egyenletet
eP(*)_szel szorozva azt kapjuk, hogy minden = € (o, 3) esetén

Y (2)e"® + pla)y(2)e”™ = q(z)e"®.

Ez ekvivalens az
X / xT
(y(x)e”™)" = g(z)e”™),
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52 5. DIFFERENCIALEGYENLETEK

y(x)e" = / g(a)e”™ da,
€s
ya) = [a0)er O ds, € (o)
egyenletekkel. Tehat igaz a kovetkezo:

5.1.1. Tétel. Legyen p és q az (a, 3)-n folytonos fiiggvény. Ha P és G primitiv fiiggvénye
p-nek, illetve q - (exp o P)-nek («, 3)-n, akkor y pontosan akkor megolddsa az

Y +p(e)y = q(w)
egyenletnek az (o, B) intervallumon, ha valamely ¢ € R esetén
y(z) = e "D (G(2) + ¢),
minden x € (o, 3)-ra.

A megoldasok alakjabol latszik, hogy ha eldirjuk az

y(xo) = yo
kezdeti feltételt, ahol zo € (a, 3) és yo € R, akkor ennek pontosan egy megoldas tesz eleget.

5.1.2. Példa. Keressiik az
y+3y=z, y0)=1

kezdetiérték-feladat megoldasat!
Az eldz0 tétel szerint

Parcialis integralassal kapjuk, hogy

3\ / 3z 3z 3z 3z
/xe?"”dx:/x £ dx:xe—— e—dx:me —€—+c.
3 3 3 3 9

Ezért

1
y(zr) = g ~3 + ce 7.
Figyelembe véve az y(0) = 1 kezdeti feltételt, azt kapjuk, hogy
1
1 :y(()) = _§+Ca

10
€s innen ¢ = 9 Tehat a kezdetiérték-feladat megoldasa

L 10 g,
——+ —e¢
9" 9

x € (—00,00).

y(r) = g
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5.2. Szeparabilis differencialegyenlet

Szeparabilis differencialegyenletnek az

y' = g(x)h(y)

alaku differencialegyenletet nevezziik, ahol g : («, 3) — Résh : (,0) — R\ {0} folytonos
fiiggvények, (o, 3) és (,d) C R intervallumok.

Tegyiik fel, hogy y megoldasa a differencialegyenletnek valamely (a,b) C («, ) inter-
vallumon, azaz minden z € (a, b)-re.

amely ekvivalens az

1
feltétellel, ahol F' primitiv fliggvénye E-nak a (v, d)-n, G pedig primitiv fiiggvénye g-nek az
(o, B)-n. Ez pontosan akkor teljesiil, ha 1étezik ¢ € R ugy, hogy

minden = € (a, b)-re. Tehat igaz a kovetkezo:
5.2.1. Tétel. Legyenek g : (a,3) — Rés h: (v,d) — R\ {0} adott folytonos fiiggvények.
Legyen F primitiv fiiggvénye %—nak (v,0)-n és G primitiv fiiggvénye g-nek («, 3)-n. Ekkor
egy y fliggvény pontosan akkor megoldasa az

y' = g(x)h(y)

egyenletnek valamely (a,b) C («, () intervallumon, ha létezik ¢ € R ugy, hogy minden
x € (a,b)-re
F(y(z)) = G(z) +c.

Megjegyezziik, hogy a linearis differencialegyenletekkel ellentétben a szeparabilis diffe-
rencialegyenlet megoldasai altalaban nincsenek értelmezve a teljes («, 3) intervallumon.

5.2.2. Példa. Keressiik az

vy =y’  y0)=1,
kezdetiérték-feladat megoldasat. Mivel y(0) > 0 és y-nak nem lehet zérushelye, ezért y > 0
mindentitt, ahol értelmezve van. A tétel jeloléseivel

1, (Oéaﬁ) = (_00700)7
h(l’) = xQ’ (775) = (07 00)7
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ezért a tétel szerint 1étezik ¢ € R ugy, hogy

1
———=x+c

y(z)

Figyelembe véve az y(0) = 1 feltételt azt kapjuk, hogy ¢ = —1, és igy

A megoldas csak a (—oo, 1) intervallumon van értelmezve.

5.3. Masodrendii linearis homogén egyenlet

Legyena,b e R. Az
y' +ay' +by =0

egyenletet masodrendii allando egyiitthatos linearis homogén differencidlegyenletnek nevez-
ziik. Ha a megoldésokat y(z) = e**, z € (—00, 00), alakban keressiik, akkor a

N 4+al+b=0

karakterisztikus egyenlethez jutunk. A kovetkezd tétel megadja a karakterisztikus gyokoktol
fiiggden az egyenlet megoldasait.

5.3.1. Tétel. Legyen a, b € R. Legyenek a
N+al+b=0

egyenlet gyokei A1 és \s.
(i) Ha M1, Ao € R, \{ # )Xo, akkor az egyenlet minden megoldasa

y(x) = c1eM” + cpet?”
alaku, ahol ¢y, c5 € R.
(i) Ha \y = Ao = \ € R, akkor az egyenlet minden megoldadsa

y(r) = c1e™ + cowe”

alaku, ahol ¢y, c5 € R.
(iii) Ha )\ és \s komplex, azaz \y = a+ 13, Ay = a — i3, (o, B € R), akkor az egyenlet
minden megolddsa
y(x) = 1€ cos(fBz) + coe™ sin(f[x)

alaku, ahol ¢y, c5 € R.

A tételben szerepld megoldasok a teljes szamegyenesen értelmezve vannak.
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5.3.2. Példa. Keressiik az
y//+3y/+2y20

egyenlet megoldasait. Mivel a

AN +30+2=0
karakterisztikus egyenlet gyokei \; = —2 és Ay = —1, ezért a tétel szerint minden megoldés
y(x) = cre™* + cpe ", x € (—00,00),

alakq, ahol ¢q, c3 € R.

5.4. Masodrendii linearis inhomogén egyenlet

Most tekintsiuk az
y' 4+ ay +by = f(x),

inhomogén egyenletet, ahol a, b € R, f pedig egy (o, 5) C R intervallumon folytonos fiigg-
vény. Az inhomogén és a hozza tartoz6 homogén egyenlet megoldasai a kdvetkezd kapcso-
latban vannak:

5.4.1. Tétel. Legyen a, b € R és f az («, B)-n folytonos fiiggvény. Ha yp az

y' 4+ ay +by = f(z)

egyenlet megoldasa («, 3)-n, akkor az inhomogén egyenlet barmely mas y megoldasa (., (3)-
naz

Yy=yp+ymy

alakban irhato, ahol yg az
y'+ay +by =0

homogén egyenlet megoldasa.

Mivel a homogén egyenlet megoldasait ismerjiik, a tétel szerint ahhoz, hogy felirjuk az
inhomogén egyenlet 6sszes megoldasat elég ismerni az inhomogén egyenlet egyetlen konkrét
megoldasat, amelyet partikuldris megoldasnak is szokas nevezni. A kovetkezd tétel specialis
alak jobb oldal esetén megadja a partikularis megoldas lehetséges alakjat.

5.4.2. Tétel. Tekintsiik az
y" + ay’ + by = p(x) e"* cos(vx)

inhomogeén egyenletet, ahol a, b, i, v € R, p : R — R pedig polinom. Legyenek \1 és A2 a
homogén egyenlet
N +al+b=0
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karakterisztikus egyenletének gyokei. Legyen \. = p + iv, és definidljuk az s szamot az

0, ha M\ # A1 és A\, # Xy
s=1<1, ha A\, = X\ #£ davagy A, = Ay £ )\
2, ha)\*:/\lz)\g

képlettel. Ekkor az inhomogén egyenletnek létezik
yp(z) = 2°[q1(z) €' cos(vz) + go(z) € sin(vz)]

alaku megoldasa, ahol q, és qs ugyanolyan foku polinom, mint p.
Az dllitas akkor is igaz, ha az inhomogén egyenlet jobb oldalin cos(vx)-et sin(vz)-re
cseréljiik.

5.4.3. Példa. Keressiik az
y" + 3y + 2y = cos(27)

egyenlet megoldasait. Az
y' +3y +2y=0

homogén egyenlet karakterisztikus egyenletének gyokei A\; = —2 és Ay = —1. A tétel jelo-
léseivel p(z) = 1, p = 0és v = 2. Ezért A\, = 2i és s = 0. A tétel szerint az

Y + 3y + 2y = cos(2x)

egyenletnek létezik
yp(x) = Acos(2x) + Bsin(2x)

alaku megoldasa, ahol A, B € R. Derivalassal kapjuk, hogy
yp(x) = —2Asin(2z) + 2B cos(2x),
és
yp(x) = —4Acos(2z) — 4B sin(2z).
Behelyettesitve yp, yp és yp képleteit az inhomogén egyenletbe azt kapjuk, hogy

(—2A + 6B) cos(2z) — (6A + 2B) sin(2z) = cos(2x), z eR.

Innen
—2A+4+6B =1,
6A+ 2B =0.
Az egyenletrendszer megoldasa
PR S )
20 20

Tehat

1 3 .
yp(x) = ~30 cos(2z) + %0 sin(2z).
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Ezt az 5.3. Példa eredményével kombinalva kapjuk, hogy az inhomogén egyenlet Osszes
megoldasa
1 3 . —2z —x
y(x) = ~50 cos(2x) + 20 sin(2z) + cre™ % + cpe” ", x € (—00,00),

alaku, ahol ¢q, ¢c; € R.

A kovetkezo tétel segitségével jelentdsen kibdvithetjlik azoknak az egyenleteknek a korét,
amelyeket a ,,probafiiggvény modszerével” megoldhatunk.

5.4.4. Tétel (A szuperpozicio elve). Legyen a, b € R, f1, fo pedig egy (o, ) intervallumon
folytonos fiiggvény. Ha vy, és y, megoldasa (o, 3)-n az

y' +ay +by = fi(z),
illetve az
y' +ay +by = fo(z)
egyenletnek, akkor y, + y, megoldasa (o, 3)-n az
y' +ay +by = fi(z) + fo()
egyenletnek.
5.4.5. Példa. Az el6z6 tétel szerint az
y" + 3y + 2y = cos(2z) + 1
egyenlet partikularis megoldasa az

y" + 3y’ + 2y = cos(27)

és

y//+3y/+2y: 1
egyenlet yy, illetve yo partikularis megoldasainak az dsszege. Az . Példaban mar belat-
tuk, hogy

1 3 .
yi(x) = ~55 cos(2x) + 20 sin(2z), (—00, 00),

¢s hasonl6 szdmolassal kapjuk, hogy

yo(x) = 5 x € (—00,00).
Tehat az
y" + 3y + 2y = cos(2z) + 1

egyenlet partikuldris megoldésa

1 3 . 1
yp(x) = ~30 cos(2z) + %0 sin(2z) + 2 x € (—00,00).
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Mivel az
y//+3y/+2y:()

homogén egyenlet megoldasai
yr(r) = cre® + cpe”, x € (—00,00),
alakuaak, ahol ¢;, c5 € R, az 5.4.1. Tétel szerint az

y" + 3y + 2y = cos(2z) + 1

egyenlet minden megoldasa
()———1 (2)+—3 '(2)"‘—14‘ g ) € (- )
T COS( 2T S 2T ci1e Co€ X oo, OO
Y 20 20 2 ! o T

alaku, ahol ¢, ¢ € R.
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