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Bevezetés

Ebben a jegyzetben a Pannon Egyetem Miiszaki Informatikai Karan az 4ltalunk tartott ,,Ma-
tematikai analizis 1.” kurzus anyagat foglaltuk ossze. Célunk segiteni az informatikus és vil-
lamosmérnok hallgatoknak, hogy megismerjek az egyvaltozos fliggvények differencial- és
integralszamitasat, és sikeresen felkésziiljenek a vizsgara. A targyhoz gyakorlatok vannak
eléirva, amelyekhez a hallgatok kiilon feladatgylijteményt kapnak, ezért a jegyzet gyakorlo-
feladatokat nem tartalmaz, csak mintapédakat. A tételek bizonyitasait elhagytuk. Arra tore-
kedtiink, hogy az analizis kézponti fogalmait, mint példdul a hatarérték, folytonossag, difte-
rencialas és integralas, és azok legfontosabb tulajdonséagait 6sszefoglaljuk. Ismertetjiik tobbek
kozott a szakmai targyakban gyakran hasznalt Laplace transzformalt fogalmat és annak alkal-
mazasat a villamossagtanban.

Hangstlyozzuk, hogy e jegyzet nem poétolja az eléadasokon valo részvételt, ahol tovabbi pél-
dakon és egyszeriibb bizonyitasokon keresztiil segitjiilk e nehéz anyag megértését. Azoknak
a hallgatoknak, akiket a kihagyott bizonyitasok €s tovabbi lehetséges alkalmazéasok irant ér-
deklédnek, melegen ajanljuk az irodalomjegyzékben feltiintetett tankdnyveket.

A jegyzet a TAMOP - 4.1.2-08/1/A program keretében késziilt.

Ezuaton fejezziik ki koszonetiinket Hartung Ferenc kolléganknak a jegyzet elkészitése soran
nyujtott értékes segitségéért.

Veszprém, 2011. januar 31.

Gyori Istvan és Pituk Mihaly
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1. fejezet

Halmazok, fiiggvények

1.1. Halmazok

Az egész szamok halmazanak jele Z. A nemnegativ egész szamokat természetes szamoknak
nevezziik. A természetes szamok halmazat az N, a pozitiv egész szamok halmazat pedig az N*
szimbolummal jeloljiik. A valos szamok halmazéanak jele R. Az R halmazt szamegyenesnek
is szokés nevezni.

Egy x valds szam abszolut értékét az

x| X, hax>0
x =
—X, hax <0

képlettel definidljuk. Geometrialag |x| az x szdmnak 0-t6l valo tdvolsadga a szamegyenesen.
Altalanosabban, ha x ¢és y két valos szam, akkor |x — y| az x és y szdmok egymastol vald
tavolsaga a szamegyenesen. Barmely x, y € R esetén

lx+y| < |x|+]yl]. (hdromszog-egyenldtlenség)

Ha H egy adott halmaz, akkor az x € H (x ¢ H) szimbdlum azt jelenti, hogy x eleme (x
nem eleme) H-nak. Egy halmazt megadhatunk elemeinek a felsorolasaval vagy azoknak a
tulajdonsagoknak a leirdsaval, amelyek a halmaz elemeit jellemzik. Az 1, 3 és 10 szamokbol
allo halmazt a kdvetkezdképpen jeloljik:

H ={1,3,10}.

Ha T (x) egy allitas (tulajdonsag), amely a benne szerepl6 x valtozotol fiiggéen lehet igaz
vagy hamis, akkor
H={x|T(x)}

azoknak az x elemeknek a halmazat jel6li, amelyekre T (x) igaz. Legyen
H={xeR||x—1| < 3}.

Az abszolut érték geometriai jelentésébdl azonnal adodik, hogy H azon x € R szamokbol 4ll,
amelyekre —2 < x < 4.

www.tankonyvtar.hu © Gyéri I., Pituk M., Pannon Egyetem
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1.2. SZAMHALMAZOK

Legyen A, B két halmaz. A részhalmaza B-nek, jelben A C B, ha A minden eleme B-nek is
eleme. A és B egyesitését, metszetét és kiilonbségét az

AUB={x|x € A vagy x € B},

ANB={x|x € Aésx e B},

A\B={x|xe€Aésx ¢ B}

képletekkel definidljuk. A és B Descartes-szorzatanak jele A x B. Az A x B halmaz azon
(a, b) rendezett parokbol all, amelyekre a € A és b € B. Tehat

AxB={(a,b)|aec Aésbe B}
Az iires halmaz jele ). Ha AN B =), akkor az A, B halmazokat diszjunktaknak mondjuk.

1.2. Szamhalmazok

1.2.1. Definicio. R részhalmazait (valos) szamhalmazoknak mondjuk.

1.2.2. Definicié. Legyen A C R. A ¢ € R szamot az A halmaz felso korlatjanak (also korlat-
janak) mondjuk, ha minden x € A esetén x < c (x > c¢).

Az A halmaz feliilrél korlatos (alulrdl korlatos), ha létezik felsé korlatja (also korlatja).
Az A halmaz korlatos, ha korlatos feliilr6l és alulrol is.

Koénnyt belatni, hogy A C R éppen akkor korlatos, ha 1étezik k£ > 0 tigy, hogy minden x € A-ra
x| < k.

Az intervallumok specialis szamhalmazok. A korlatos intervallumok a kdvetkezok :

(a,b)={x eR|a <x < b},
[a,b)={x eR|a<x <b},
={xeR|a<x <b},
={xeRJa=x=bj],

ahola, beR, a <b. Az els6 intervallum nyilt , a masodik balrdl zart, jobbrol nyilt , a harmadik
balrol nyilt, jobbrol zart , a negyedik pedig zart. A
(c,00)={xeR|x>c},
[c,00)={xeR|x>c},
(—oo,c)={xeR|x <c},

(—oo,c]={x eR|x <c},

ahol ¢ € R, valamint a

(—o0,00)=R
nem korlatos intervallum.
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www.tankonyvtar.hu

8 1. HALMAZOK, FUGGVENYEK

1.2.3. Definicio. Legyen A C R. Az m € A szamot az A halmaz legnagyobb elemének vagy
maximumanak (legkisebb elemének vagy minimumanak) mondjuk, ha minden x € A esetén
x <m (x >m). Jelolés: m =max A, illetve m = min A.

1.2.4. Példa. Ha A=(0,1), akkor min A és max A sem létezik. Ha A=[0,1), akkor min A=0,
max A nem létezik. Ha A = (0,1], akkor min A nem létezik, max A = 1. Ha pedig A = [0,1],
akkor min A =0 és max A =1.

Az eldz6 példa azt mutatja, hogy korlatos A esetén is el6fordulhat, hogy min A és max A sem
létezik. Ugyanakkor igaz a kovetkez0 :

1.2.5. Tétel. Ha W+ A C R feliilrol korlatos (alulrdl korlatos), akkor A felso korlatjai (also
korlatjai) kozott mindig van legkisebb (legnagyobb).

1.2.6. Definicié. Legyen # # A C R. Ha A feliilrdl korlatos (alulrol korlatos), akkor A legki-
sebb felsd korlatjat (legnagyobb also korlatjat) az A halmaz felsé hataranak vagy szuprému-
manak (also hataranak vagy infimumanak) nevezziik. Jelolés: sup A, illetve inf A.

1.3. A fiiggvény definicioja

A fiiggvény definicioja a kovetkezd:

1.3.1. Definici6. Legyenek A és B adott halmazok. Az A x B Descartes-szorzat Z részhal-
mazat A-bol B-be vezetdé (A — B tipusu) fiiggvénynek (leképezésnek) mondjuk, ha barmely
x € A esetén legfeljebb egy y € B létezik ugy, hogy (x, y) € Z. Ha ezt a leképezést f-fel
jeloljiik, akkor (x, y) € Z esetén y-t az x elem f dltali képének mondjuk, és azt irjuk, hogy
y=f(x). Az f fuggvény értelmezési tartomanyan a

D(f)={x € A|létezik y € B ugy, hogy (x, y) € Z}
halmazt, f értekkészleten pedig az

R(f)={y € B | létezik x € A ugy, hogy (x, y) € Z}

halmazt értjiik.
Azt, hogy f A-bdl B-be vezetd leképezés az f : A — B szimbdlummal jeldljiik. Mas szoval
az f : A — B szimbolum azt jelenti, hogy D(f) C A és R(f) C B. Hangsulyozzuk, hogy
altalaban D(f)# A és R(f)# B.
Ha H C D(f), akkor a H halmaz f dltali képén az

FH)={f(x)|xeH}

halmazt értjiik.
Legyen H C D(f). Az f fiiggvény H halmazra valo lesziikitésén (megszoritisan), jele f|p,
azt a fliggvényt értjiik, amelynek értelmezési tartomanya D (f|y) = H, és képlete

(flu)(x)=f(x),  xeH.
Az f: A — B fiiggvény grafikonja

graph(f) ={(x, f(x)) | x € D(f)} CAxB.

www.tankonyvtar.hu © Gyéri I., Pituk M., Pannon Egyetem
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1.5. AZ INVERZ FUGGVENY 9

1.3.2. Példa. Legyen
Z={(x,y) eRxR|x?+y? =1} c RxR.

Z az x, y-sik azon pontjainak a halmaza, amelyek rajta vannak a (0,0) kézéppontu 1 sugara
korvonalon. A Z halmaz nem leképezés R-b6l R-be, mert (0,1) € Z és (0, —1) € Z is teljesiil.
Viszont a

Z={(x,y) eRxR|x*+y?=1, y>0}CcRxR

halmaz, a (0,0) kdzépponti 1 sugart fels6 félkdrvonal, mar R-bol R-be vezetd leképezés. Ha
f-fel jeloljiik, akkor a definicioban hasznalt jel6léssel D(f)=[—1,1], R(f)=10,1] és

y=f(x)=v1-x2,  xe[-11].

1.4. Az osszetett fiiggvény

1.4.1. Definicio. Legyen f : A — B és g : B — C két fiiggvény. Minden olyan x € D(g)
esetén, amelyre g(x) € D(f), legyen

(fog)(x)=rf(g(x)).
Az f og-vel jelolt fiiggvényt, amelynek értelmezési tartomanya

D(fog)={x € D(g)|g(x) € D(f)},

crer

1.4.2. Példa. Legyen
f(x)=4x+2, x €[0,1],
g(x)=x-3, x €1[0,4].
Ekkor
(fog)(x)=f(g(x))=4g(x)+2=4(x—3)+2=4x —10.
Mivel D(f)=10,1], g(x)=x—3 € D(f) éppen akkor, ha 3 < x < 4. Ha figyelembe vessziik,
hogy D(g) = [0,4], azt kapjuk, hogy

D(fog)=[3.4].

1.5. Az inverz fiiggvény
1.5.1. Definicié. Az f fiiggvényt invertalhatonak (egy-egyértelmiinek) mondjuk, ha barmely
X1, X9 € D(f), X1 # X9 esetén f(xl) * f(XQ).

1.5.2. Definicio. Ha f: A — B invertalhato, D(f)=A és R(f)= B, akkor azt mondjuk, hogy
[ kolcsonosen egyertelmii leképezést 1étesit A és B kozott. Mas szoval f bijektiv leképezés
vagy roviden bijekcio.

© Gybri I., Pituk M., Pannon Egyetem www.tankonyvtar.hu
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10 1. HALMAZOK, FUGGVENYEK

1.5.3. Definicié. Ha f invertalhatd, akkor f inverz fiiggvénye az a figgvény, amely R( f)-et
képezi D(f)-be, és minden y € R(f)-hez azt az x € D(f)-et rendeli, amelyre y = f(x). Az
inverz fiiggvény jele: f_i.

A definiciobol kovetkezik, hogy D(f_1) = R(f) és R(f-1) = D(f), tovabba minden x €
€ D(f)-re

f(f(x)=x,

és minden y € R(f) esetén

1.5.4. Példa. A

flx)=1—x2 x € [—1,0]

fuggvény viszont invertalhatd, mert ha valamely x1, xo € D(f)=[—1,0] esetén f(x1)=f(x2),

akkor azt kapjuk, hogy xi = x%, s innen |x1| = |x3|, majd —x; = —x29, és végiil x; = xo adodik.

Konnyii belatni, hogy R(f)=[0,1]. Az
y=fl)=1-2* xeD(f)=[-10] y € R(f)=[0.1]
feltételekbdl kapjuk, hogy x? =1—y. Innen |x| = /T— y, majd —x = /T — y, és végiil
x=—/1-y=fa(y)
adodik. Tehat f inverz fiiggvénye:

fo1(x)=—+/1—x, x €[0,1].

1.6. Egyvaltozos valos fiiggvények

1.6.1. Definicio. Az f figgvényt valos fiiggvénynek mondjuk, ha R(f) CR. Az f fiiggvényt
egyvaltozos fiiggvénynek mondjuk, ha D(f) C R.

A tovabbiakban egyvaltozds valos fliggvényeket, azaz R-bdl R-be vezetd fliggvényeket fo-
gunk vizsgalni. Az egyvaltozds valos fliggvények grafikonjait az x, y-sikban abrazolhatjuk,

graph(f) ={(x, f(x)) | x € D(f)} CRxR=R?.

Az inverz fiiggvény definicidjabol kapjuk, hogy ha f : R — R invertalhato, akkor az f_;
inverz fliggvény grafikonjat f grafikonjanak az y = x egyenesre valo tiikkrozésével kapjuk.

www.tankonyvtar.hu © Gyéri I., Pituk M., Pannon Egyetem
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1.6. EGYVALTOZOS VALOS FUGGVENYEK 11

1.6.2. Definicié. Ha f; és f> valos fliggvények, akkor az f1+ fo, f1- fo €s % fliggvényeket
2

(fixfo)(x)=filx) £ fo(x),  xeD(fixf2)=D(f1)ND(f2),
(fi-fo)= filx)- fa(x),  x€D(f1-f2)=D(f1)ND(f2),
(2)m=2 xen(2)=tre DD )20
képletekkel definialjuk.

1.6.3. Definicié. Az f: R — R fliggvény feliilrol korlatos (alulrol korlatos), ha létezik c € R
ugy, hogy minden x € D(f)-re f(x) <c (f(x)>c).
Az f : R — R fliggvény korlatos , ha korlatos feliilrdl és alulrol is.

Konnyt belatni, hogy f : R — R éppen akkor korlatos, ha 1étezik k > 0 ugy, hogy minden
x € D(f)re|f(x) =k

1.6.4. Definicio. Az f:R— R fliggvény monoton névekedo (monoton csokkend), ha barmely
x1,x2 € D(f), x1 < xg esetén f(x1) < f(x2) (f(x1 > f(x2)). Ha az utols6 egyenl6tlenséget
<-re (>-ra) cseréljiik, akkor a szigoruan monoton névekedo (szigoruan monoton csokkena)

“yey

Az f:R — R fliggvény monoton (szigoruan monoton), ha monoton névekedd vagy monoton
csokkend (szigorian monoton névekedd vagy szigorian monoton csdkkend).

1.6.5. Definicié. Az f : R — R fliggvény pdros (pdratlan), ha barmely x € D(f) esetén
—x € D(f), ¢ f(—x)=f(x) (f(=x)=—f(x)).

Minden paros fiiggvény grafikonja szimmetrikus az y-tengelyre nézve, és minden paratlan
fiiggvény grafikonja szimmetrikus az origéra ((0,0) pontra) nézve.

1.6.6. Definicié. Az f : R — R fiiggvény periodikus a p periddussal, ha barmely x € D( f)
esetén x+p € D(f), és f(x+p)=f(x).

1.6.7. Definicié. Az f : R — R fiiggvény dllando (konstans), ha 1étezik ¢ € R ugy, hogy
minden x € D(f) esetén f(x)=c.

1.6.8. Definicio. Az f : R — R fiiggvény zérushelyén olyan a € D( f) pontot értiink, ahol
f(a)=0.Ha f(a) =0, azt is mondjuk, hogy f eltiinik az a helyen .
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2. fejezet

Egyvaltozos valos fuggveények
hatareérteke és folytonossaga

2.1. Konvergens sorozatok

2.1.1. Definicid. Sorozatnak olyan fliggvényt neveziink, amelynek értelmezési tartomanya N.
Valos sorozatnak N-en definialt valos fliggvényt neveziink. Ha a : N — R egy valos sorozat,
akkor az a(n) szamot a,-nel szokas jel6lni. Az a,-et a sorozat n-edik tagjanak mondjuk. Az
a : N — R helyett az {a,}32, vagy {a,} jelolés hasznélatos.

A tovabbiakban csak valos sorozatokkal fogunk foglalkozni.

2.1.2. Definicio. Az a € R szamot az {a,} sorozat hatdrértékének (limeszének) mondjuk, ha

barmely € > 0 esetén 1étezik ng € N tigy, hogy minden n > ng-ra |a, —a| < €. Jelolés: a, — a

vagy lim a,=a. A definicidban szerepld ng szamot az € hibakorlathoz tartoz6 kiiszobszamnak
n—o0

nevezzik.

Az a, — a € R feltétel geometriailag azt jelenti, hogy barmely € > 0 esetén az {a,} sorozat
tagjai véges szamu kivétellel benne vannak az x, y - stk a —€ < y < a+e savjaban.

2.1.3. Definicio. Az {a,} sorozatot konvergensnek mondjuk, ha létezik a€RR, tigy, hogy a,—a.
Azokat a sorozatokat, amelyek nem konvergensek, divergenseknek nevezziik.

2.1.4. Tétel (A hatarértek egyértelmiisége). Minden konvergens sorozatnak pontosan egy
hatarértéke van.

2.1.5. Példa. Legyen

n
a,=—, neN.
n+1

1
Ha a tortet —-nel bovitjiik, azt kapjuk, hogy
n
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Ebbdl kdnnyli megsejteni, hogy lim a, =1. Ezt igazolni fogjuk a definici6 szerint is. Legyen
n—oo

€ > 0 adva. Ekkor az |a, — 1| < € feltétel (n € N esetén) ekvivalens (egyenértékil) az

n
— 1| <e,
n+1

lletve

1
n>--—1
€

egyenldtlenséggel. Tehat barmely olyan ny € N, amelyre ng > — — 1 az € hibakorlatnak meg-
€

feleld kiiszobszam. Mivel € > 0 tetszdleges volt, ezért a, — 1.

2.1.6. Definicio. Ha {n;}7°, természetes szamok szigoriian monoton ndvekedé sorozata, ak-
kor az {ay,, )72, sorozatot az {a,};°, sorozat részsorozatdnak nevezzik.

Az alébbi tulajdonsag nyilvanvalo.

2.1.7. Tétel. Ha az {a,}.°, sorozat konvergens, akkor {a,}°, barmely {ay, )3, részsorozata
is konvergens, és lim a,, = lim a,.

k—00 n—oo
A tételbdl kovetkezik, hogy az a, = (—1)" sorozat divergens, hiszen

a2k=1—> 1, és a2k+1=—1—> —1.

Mivel a sorozatok specialis valds fliggvények, a korlatossdgukat (alulrol és feliilrdl is) mar
definialtuk.

2.1.8. Tétel (A konvergencia €s korlatossag kapcsolata). Minden konvergens sorozat korlatos.

Az a, = (—1)" sorozat példaja mutatja, hogy a forditott allitas nem igaz.
Kozvetleniil a definiciobol vezethetd le a kovetkezd allitas.

2.1.9. Tétel. Ha a,, — 0 és a {b,,} sorozat korlatos, akkor a,b,, — 0.

A kovetkezd tétel azt mutatja, hogy konvergens sorozatokbodl az alapmiivelek alkalmazésaval
szintén konvergens sorozatokat kapunk.

2.1.10. Tétel (Muveletek hatarértékekkel). Ha a,, — a € R, b,, — b € R, akkor
(i) an+b, — a+b,

(ii) ayb, — ab,

(iii) b, #0 minden n € N-re és b #0 tovabbi feltételek mellett ;ﬁ — %.

n

A < egyenl6tlenség két konvergens sorozat tagjai kozott ,,6roklédik™ a hatarértékekre is.

2.1.11. Tétel (Hataratmenet egyenlétlenségekben). Ha a,, < b, véges szamu kivétellel,
a, >aecRés b, — bel, akkora <b.
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1
Az a, =0 és b, = — sorozatok példaja mutatja, hogy az el6z6 tételben a < egyenl6tlenség nem

n
cserélhetd ki <-re.
Az el6z6 tulajdonsaghoz kapcsolddik a kovetkezd:

2.1.12. Tétel (Rendorelv). Ha a, < b, < ¢, véges szamu kivétellel és valamely h € R esetén

lim a,= lim ¢, =h,
n—oo n—oo

akkor
lim b, =h.

n—oo

Nem minden korlatos sorozat konvergens. Viszont igaz a kdvetkezd:

2.1.13. Tétel (Bolzano-Weierstrass-féle kivalasztasi tétel). Minden korlatos sorozatnak van
konvergens részsorozata.

Egy konvergens sorozat tagjai nagy n-ekre kozel keriilnek a hatarértékhez, és ezért egymashoz
is. Meg lehet mutatni, hogy ez a tulajdonsag egyben a konvergencia kritériuma is.

2.1.14. Tétel (Cauchy-féle konvergenciakritérium). Az {a,} sorozat akkor és csak akkor kon-
vergens, ha barmely € > ( esetén létezik ny € N ugy, hogy minden n > ng és m > ng esetén
la, —an,| < €.

2.2. Végtelenhez tarto sorozatok

Most olyan sorozatokat fogunk vizsgalni, amelyek minden hataron tal nének vagy csokken-
nek.

2.2.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az {a,} sorozat tart a plusz végtelenhez (minusz végte-
lenhez), ha barmely c € R esetén létezik ng € N ugy, hogy minden n > ng-ra a, > ¢ (a, < ¢).
Jelolés:

ap — 00 (ap — —0), illetve lim a, =00 (lim a,=—00).
n—00 n— 00

Az a, — oo (a, — —o0) feltétel geometriailag azt jelenti, hogy barmely ¢ € R esetén az {a,,}
sorozat tagjai véges szamu kivétellel benne vannak az x, y-sik y > ¢ (y < ¢) félsikjaban.

2.2.2. Példa. Megmutatjuk a definici6 alapjan, hogy n? — oo. Legyen ¢ € R adott. Ha ¢ < 0,
akkor az n? > c egyenlétlenség igaz minden n € N-re, ¢ > 0 esetén pedig éppen akkor teljesiil,
han > \/c. Tehat ¢ <0 esetén barmely ng € N, ¢ > 0 esetén pedig az ng € N, ng > /c valasztas
felel meg a definicioban eldirt feltételnek.

A kovetkez6 tulajdonsag nyilvanvalo.
2.2.3. Tétel. Ha a, — oo (a, — —o0), akkor {a,} alulrdl (feliilrél) korlatos.

A +o00-be tart6 sorozatokra érvényesek a kovetkezd szabalyok.
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2.2.4. Tétel (Miveletek végtelen hatarértékekkel).
(i) Ha a, — oo, akkor —a, — —o0.
(ii) Ha a, — oo és {b,} alulrol korlatos, akkor a,+b, — oo.
(iii) Ha a,, — o0 és van olyan ¢ > 0 (d < 0), hogy b, > c (b, < d) véges szamu kivétellel,
akkor a, b, — oo (a,b, — —00).
(iv) Ha a,, — oo, akkor — — 0.

an

1

(v) Ha a, — 0 és a,, > 0 (a, < 0) véges szamu kivétellel, akkor — — oo (— — —oo).
an an

Az (1)—(iv)-hez hasonl6 allitasokat meg lehet fogalmazni arra az esetre is, amikor a, — —o0.

2.2.5. Tétel (Hataratmenet egyenl6tlenségben). Ha a, <b,, véges szamu kivétellel és a, — 0o
(b, > —o0), akkor b, — oo (a, — —00).

2.3. Monoton sorozatok

Az {a,} sorozat éppen akkor monoton névekedd (monoton csdkkend), ha minden n € N-re
an < ap+1 (ap > ap+1), ha pedig a < (>) egyenldtlenséget <-re (>-ra) cseréljiik, akkor a
szigoruan monoton novekedd (szigoraan monoton csokkend) sorozat jellemzését kapjuk.
Egy monoton sorozatnak mindig 1étezik (véges vagy végtelen) hatarértéke.

2.3.1. Tétel (Monoton sorozat hatarértéke). Ha az {a,} sorozat monoton novekeddo (monoton
csokkeno) és feliilrol nem korldatos (alulrol nem korlatos), akkor a,, — oo (a,, — —00).

Ha az {ay,} sorozat monoton novekedoé (monoton csokkendo) és feliilrél korlatos (alulrol kor-
latos), akkor a,, — sup A (a, — inf A), ahol A ={a, | n € N}.

Specialisan, minden monoton és korlatos sorozat konvergens.

2.3.2. Példa. Legyen ag =+/2 és

au+1 =+/2+tay, n e N.

Teljes indukcidval bizonyithato, hogy {a, } monoton ndvekedd és minden n € N-re V2< a, <2.
Az eldz6 tétel szerint a,, — a valamely a € R-re. Elvégezve a hatdratmenetet az egyenletben
¢€s az utobbi egyenldtlenségben, azt kapjuk, hogy

a=+2+a és \/§§a§2.

Innen a?=2+aq, tehata=—1 vagy a =2. Mivel a V2 < a <2 feltételnek csak a =2 felel meg,
ezérta = 2.

2.4. Specialis sorozatok

Ismertetiink néhany fontos sorozatot és azok konvergenciatulajdonsagait.
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2.4.1. Tétel (A {¢"} geometriai sorozat). Ha q > 1, akkor q" — 0o. Ha q=1, akkor q¢"=1— 1.
Ha q € (—1,1), akkor q" — 0. Ha pedig q < —1, akkor a {q"}3, sorozatnak sem véges, sem
végtelen hatarértéke nem létezik.

2.4.2. Példa. e
ey Q@
IO R

mikdzben felhasznaltuk a geometriai sorozat konvergenciatulajdonsagait.

2.4.3. Tétel (Az {/a} sorozat). Barmely a > 0 esetén /a — 1.
2.4.4. Tétel (Az {/n} sorozat). /n — 1.
2.4.5. Példa.

lim ~/2n+1=1,

n—oo

mert minden n € N*-ra
2 =2m < 2n+1 < V3n=Y3Yn,
és

lim (V2/n) = lim (V3¥n)=1.

n—oo

2.4.6. Tétel (Az {(1+ 1)} sorozat). 4z {(1+ 1)} sorozat monoton novekeds és korldtos,

ezert konvergens is.
1 n
e= lim (1 + —)
n—00 n

hatarértéket Euler-féle szamnak nevezziik. Kozelito értéke:

2.4.7. Definicio. Az

e~ 2,7.

2.5. A bovitett szamegyenes
2.5.1. Definicio. Az B

R=RU{+o00, —00}
halmazt bovitett szamegyenesnek nevezziik.

esetén
-0 <a, és a < oo,

valamint
—00 < 00.
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A oo szimbolumokkal a kdvetkezd miiveleteket definidljuk:

—(F00) = Fo0;
+oo+a =a+(+00) = +o0, haa > —oo,
—oota=a+(—00)=—o00, ha a < +oo;

(oo)-a=a-(£oo0)=to0, haa > 0,
(oo)-a=a-(+oo)=Foo, haa <0;
% =0,  haaeR
Fo0
Hangsulyozzuk, hogy a
+00 — 00, —00+00,
(+00)-0, 0-(to0)
Fo00 Fo00 a —
—_—, —_—, — (a eR)
+o0 Foo 0

miiveleteket nem értelmezziik.
Az el6z6 definiciokat azért vezettiik be, hogy a hatarértékszamitas szabélyait egységesen fo-
galmazhassuk meg.

2.5.2. Tétel (Miveletek hatarértékekkel). Ha a, — a € R és b, — b € R, akkor
(i) a,+b, > a+b,
(ii) ayb, — ab,

..., Qn a
(iii) b — L
feltéve, hogy a jobb oldalon szereplé miivelet értelmezve van a bovitett szamegyenesen.
2.6. Kornyezetek és pontozott kornyezetek
2.6.1. Definicio. Egy a € R pont (e-sugaru) kornyezetén

Kc(a)={xeR||x—al<e}=(a—e,ate)

alaku halmazt (intervallumot) értiink, ahol € € (0, c0).
Az a € R pont (e-sugarii) pontozott kérnyezetén

Po(a) = Ke(a)\{a} = (a—e, @)U (a, a+e)

alakt halmazt értiink, ahol € € (0, 0co).
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K. (a) azon x € R pontok halmaza, amelyekre |x —a| < €, azaz a-t6l valo tavolsaguk kisebb,
mint €. Hasonloképpen, P (a) azon a-t6l kiillonboz6 x € R pontok halmaza, amelyeknek a-tol
val6 tavolsaga kisebb, mint €.

A jobb oldali és bal oldali kdrnyezeteket hasonloképpen definiadljuk.

2.6.2. Definicio. Az a € R pont (e-sugaru) jobb oldali (bal oldali) kornyezetén

Kl(a)=la.ate) (K. (a)=(a—e€.al)

€

alaku intervallumot értiink, ahol € € (0, c0).
Az a € R pont (e-sugarii) jobb oldali (bal oldali) pontozott kérnyezetén
Pi(a)=(a,ate) (P (a)=(a—¢€ qa))

€
alaku intervallumot értiink, ahol € € (0, 00).
Most a +oo és —oo kdrnyezeteit €s pontozott kornyezeteit definialjuk.

2.6.3. Definicié. A +oo kornyezetén és egyuttal pontozott kornyezetén (c, o) alaki interval-
lumot értiink, ahol ¢ € R.

A —o0 kornyezetén és egyittal pontozott kérnyezetén (—oo, ¢) alaku intervallumot értiink,
ahol c e R.

2.7. A fuggvény hatareértéke

2.7.1. Definicié. A b € R szamot az f : R — R fiiggvény hatdrértékének mondjuk az a €
€ R pontban, ha f értelmezve van a valamely pontozott kornyezetében és barmely olyan
{xn}o2, sorozatra, amelyre x, € D(f), x, #a minden n € N-re, és x, — a, a fliggvényértékek
{f(x)}52, sorozata b-hez tart. Jelolés: f(x) — b, hax — a vagy )}1_1)131 f(x)=0.

Hasonloan definialjuk a jobb oldali és bal oldali hatarértékeket is.

2.7.2. Definicié. A beR szamot az f:R— R fliggvény jobb oldali (bal oldali) hatdrértékének
mondjuk az a €[—00, 00) (a €(—00, oo]) pontban, ha f értelmezve van a valamely jobb oldali
(bal oldali) pontozott kérnyezetében és barmely olyan {x,}7°, sorozatra, amelyre x, € D( f),
Xn >a (x, <a)minden n € N-re, és x, — a, a fiiggvényértékek { f(x,)},2, sorozata b-hez tart.

Jelolés: f(x) — b,hax — a+t (f(x) — b, ha x — a—) vagy lirn+f(x)=b( lim f(x)=b).

Nyilvanvald, hogy a =—00 (a =+00) esetén a hatarérték és a jobb oldali (bal oldali) hatarérték
fogalma megegyezik.
A hatarérték és a féloldali hatarértékek kozott a kdvetkezo a kapcsolat.
2.7.3. Tétel. Legyen a € R. A lim f(x) hatarérték pontosan akkor létezik, ha 1im+ f(x)és
X—a X—a
lim f(x) létezik, és
x—>a—

lim f(x)= lim f(x).

X—>a— x—a+t
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A hatérértéket definidlhattuk volna a kdrnyezetek és pontozott kornyezetek segitségével is.
Ugyanis igaz a kovetkezo allitas.

2.7.4. Tétel. Az f : R — R fiiggvény hatdrértéke az a € R pontban egyenld a b € R szammal
pontosan akkor, ha b barmely K kérnyezetéhez létezik az a szamnak olyan P pontozott kor-
nyezete, amelyre f(P) C K.

Hasonloképpen fogalmazhatjuk at a jobb oldali és bal oldali hatarérték definiciojat is.
A definiciobol és a sorozatokra vontakozd eredményekbdl kovetkezik:

2.7.5. Tétel (A hatarértékszamitas szabalyai). Legyen a € R.

(i) Ekkor
lim (f(x)+g(x)) = lim f(x)+ lim g(x),
lim (f (x)-g(x)) = lim f(x)- lim g(x),
) flx) lim f(x)
xl—rg g(x)  lim g(x)’

feltéve, hogy lim f(x) és lim g(x) létezik, és a jobb oldalon szereplé miivelet értelmezve van
X—a

. X—d
R-ban.

(i) Ha lim f(x) = 0 és g korlatos a valamely pontozott kérnyezetében, akkor
XxX—a
lim (f(x)-g(x)) =0.

1
(iii) Ha lim f(x)=0és f > 0 a valamely pontozott kérnyezetében, akkor 1im 7 =400
xX—a

x—a (x)
1
(iv) Ha lim f(x)=0és f < 0 a valamely pontozott kérnyezetében, akkor lim = —00
x—a x—a f(x)

(v) Ha lim f(x), lim g(x) létezik és f < g a valamely pontozott kérnyezetében, akkor
XxX—a XxX—a
lim f(x) < lim g(x).
X—a X—a .
(vi) (rendérelv) Ha lim f(x)=lim h(x)=b e R és f < g < h az a pont valamely pontozott
X—a X—a
kornyezetében, akkor lim g(x)=b.
XxX—a

Hasonlo6 allitasokat lehet megfogalmazni jobb oldali és bal oldali hatarértékekre is.
Most kdvetkezzen két tovabbi fontos allitas.

2.7.6. Tétel (Az osszetett fiiggvény hatarértéke). Legyen a € R. Ha

lim g(x)=b eR, lim f(x)=ceR,

x—a x—b

és g(x)#b minden x-re az a pont valamely pontozott kérnyezetébdl, akkor

lim f(g(x))=c.

X—a
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2.7.7. Tétel (Monoton fliggvény hatarértéke). Legyen —oo < a < b < +oo. Ha f monoton
(a, b)-ben, akkor 1im+ f(x)eés lin; f(x) létezik. Ha f monoton névekedd (a, b)-ben, akkor
x—a x—b—

Jim f(x)=inf f((a, b)), lim f(x)=sup f((a.D)),
ha pedig f monoton csékkend (a, b)-ben, akkor
Gim f(r)=sup f((a,b)),  lim f(x)=inff((a,b))

ahol f((a,b))={f(x)|x € (a,b)}.

2.8. Folytonossag
2.8.1. Definicio. Az f : R — R fiiggvényt folytonosnak mondjuk az a € D( f) helyen, ha
lim f(x)= f(a).
X—a
Az f: R — R fuggvény jobbrdl (balrél) folytonos az a € D( f) helyen, ha
lim f()=fla) (lim f(x)=f(a)).
xX—a+ X—>a—

Nyilvanvald, hogy az f:R— R fliggvény pontosan akkor folytonos az a helyen, ha itt jobbrol
¢s balrdl is folytonos.

Ha figyelembe vessziik, hogy a hatarérték definicoja atfogalmazhato kornyezetek segitségé-
vel, akkor a folytonossag kovetkez6 ekvivalens megfogalmazasat kapjuk.

2.8.2. Tétel. Az f : R — R fiiggvény pontosan akkor folytonos az a € D(f) helyen, ha f
értelmezve van a valamely kornyezetében és barmely € > 0 esetén letezik 5 > 0 ugy, hogy
minden x € D(f), |x —a| < 8 esetén | f(x)— f(a)| <e.

Ha f nem folytonos az a helyen, azt is mondjuk, hogy f-nek itt szakaddsa van.
A definiciobdl és a hatarértékszamitas szabalyaibol kovetkeznek az alabbi tulajdonsagok.

2.8.3. Tétel (Miiveletek folytonos fiiggvényekkel). Ha f és g folytonosak az a helyen, akkor
(i) ugyanilyen f +g is,
(i) ugyanilyen fg is,
(iii) g(a) #0 tovabbi feltétel mellett ugyanilyen ! is.
8
Ha g folytonos az a helyen és f folytonos a g(a) helyen, akkor f o g folytonos az a helyen.
Most egy fliggvény intervallumon valé folytonossagat definialjuk.
2.8.4. Definicié. Legyen I C R intervallum a és b végpontokkal, ahol

—o0<a<b<+oo.

Az f fuggvényt folytonosnak nevezziik az I intervallumon, ha f folytonos minden c¢ € (a, b)
pontban, tovabbé a € I esetén a-ban jobbrol folytonos, b € I esetén pedig b-ben balrél foly-
tonos.
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2.8.5. Tétel (Miiveletek intervallumon folytonos fiiggvényekkel). Ha f és g folytonosak az
I C R intervallumon, akkor

(i) ugyanilyen f+g is,
(ii) ugyanilyen fg is,
(iii) ha g sehol sem tiinik el 1-ben, akkor ugyanilyen i is.
8

Most a korlatos, zart intervallumon folytonos fiiggvények fontosabb tulajdonsagait ismertet-
juk.
2.8.6. Tétel (Weierstrass tétele). Ha az f fiiggvény folytonos az [a, b] C R intervallumon,
akkor az [a, b]-hez tartozo fiiggvényértékek kozott mindig van legnagyobb és legkisebb is.
A feltételek fontossagat illusztralja a kovetkezo két példa.
2.8.7. Példa. Az

f)== xe(0.1]

fiiggvény folytonos a (0,1] intervallumon. Ugyanakkor

= | =

xlgng flx)= o0,

ezért a (0,1] intervallumhoz tartozo fliggvényértékek kozott nincs legnagyobb. Tehat Weier-
strass tételében 1ényeges, hogy zart intervallumrol van szo.

2.8.8. Példa. Legyen

1

-, ha x € (0,1]
X

0, hax=0

Annak ellenére, hogy f csak 0-ban nem folytonos (jobbrol), a fliggvényértékek kdzott nincs
legnagyobb.

2.8.9. Tétel (Bolzano-féle kozbils6érték-tétel). Ha f folytonos az |a, b] C R intervallumon,
akkor barmely f(a) és f(b) kozé es6 d szam esetén van olyan ¢ € [a, b], amelyre f(c) =d.

Bolzano tételének két fontos kdvetkezménye :

2.8.10. Tétel. Ha f folytonos az |a,b] C R intervallumon és f(a)f(b) < 0, akkor létezik
c € (a,b) ugy, hogy f(c)=0.

2.8.11. Tétel. Ha az f fiiggvény folytonos és nem dallandé az I CR intervallumon, akkor f(I)
intervallum.

A kovetkez6 két allitas az Gsszetett €s inverz fliggvény folytonossagarol szol.

2.8.12. Tétel (Az Osszetett fliggvény folytonossaga). Ha g folytonos és nem allando az I C R
intervallumon és f folytonos a J = g(I) intervallumon, akkor f og folytonos az I intervallu-
mon.

2.8.13. Tétel (Az inverz fiiggvény folytonossaga). Ha f szigoruian monoton és folytonos az
I C R intervallumon, akkor f invertdalhaté az I intervallumon és f_j folytonos a J = f(I)
intervallumon.
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2.9. Az elemi alapfiggvények

Az aldbbiakban felsorolunk néhany elemi alapfiiggvényt és azok fontosabb tulajdonségait.

Identikus fiiggvény (id). Az
id(x) =x, x eR,

képlettel definidlt identikus fiiggvény folytonos és szigortan monoton novekedd
a (—o0, 00)-n.

Pozitiv kitevéji hatvanyfiiggvények (id”, n € N¥). Barmely n € N* esetén az
id" (x) =x", x eR,

képlettel definialt n-edik hatvanyfiiggvény folytonos a (—oo, 00)-n; paratlan n esetén
a (—o0, 00)-n szigortian monoton novekedd, ha pedig n paros, akkor a (—o0,0]-n szigoru-
an monoton csokkend és a [0, 0o)-n szigorGan monoton névekedé. Ha n paros (paratlan),
akkor az id" fiiggvény is paros (paratlan).

Negativ kitevéjii hatvanyfiiggvények ((id™", n € N¥). Barmely n € N* esetén az
id_"(x)Zx_”Zi x € R\ {0}
xn’

képlettel definialt id™" : R\ {0} :— R hatvanyfiiggvény folytonos a (—00,0) és (0, co) interval-
lumon; a (0, 0o)-n szigoraan monoton csokkend, tovabba paros vagy paratlan attol fiiggéen,
hogy n paros vagy paratlan.

Gyokfiiggvények (idr, n € N*). Barmely n € N* esetén az n-edik gyokfiiggvényt, jele idn,
az
(id")_, ha n paratlan

((idn)|[0,oo)> ha n paros
-1

St
idn =

képlettel definialjuk. Jelolés:

1 . (—00, 00) ha n paratlan
= x
[0, 00) ha n paros

Azidn fiiggvény folytonos és szigoruan monoton névekedd a [0, co)-n, illetve a (—oo, 00)-n
attol fliggden, hogy n péros vagy paratlan.

Polinomok. Legyenn € N és ag, ay, ..., a, € R adottak. A
p(x)Zaox”+a1x"_1+---+an, x eR,

képlettel definialt p : R — R fliggvényt n-edfoku polinomnak nevezzik; az ag szdm a p
polinom fdegyiitthatdja . A p polinom folytonos a (—oo, 00)-n.
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Természetes logaritmusfiiggvény (In). Meg lehet mutatni, hogy 1étezik egy valos fiiggvény,
jele In, a kovetkezd tulajdonsagokkal :

D(In) = (0, 00),
In(xy)=Inx+Iny, ha x, y € (0, 00),

In(1+
li PA+X)
x—0 X

=1.

Ezek a tulajdonsagok az In fliggvényt egyértelmiien meghatarozzak. Az In fliggvényt terme-
szetes logaritmusfiiggvénynek nevezzik. Az In fliggvény szigorGan monoton ndvekedod és
folytonos a (0, 0o0)-n, tovabba

In1=0, Ine=1,

Inx"=nlnx, hax € (0,00) ésn €N,
lim Inx = —o0, lim Inx = o0.
x—0+ X—>00

Exponencalis fiiggvény (exp). Az exponencialis fiiggvényt, jele exp, az
exp=(In)_;

képlettel definialjuk. Az exp : (—o0, 0c0) — (0, 00) fliggvény pozitiv, szigorian monoton no-
vekedo és folytonos a (—oo, 00)-n. Tovabbi fontosabb tulajdonsagai:

exp0=1, expl=e,

exp(x+y)=expxexpy, hax,yeR,
lim expx =0, lim expx = oo,
X—>—0OQ X—> 00
: x\"
lim <1+—> =expx,
n—00 n
e —1
lim &P
x—0 X

Az exp ¢és In fliggvények segitségével definialhatjuk egy pozitiv szam tetszéleges hatvanyat.

2.9.1. Definicié. Barmely a € (0, 00) és b € R esetén
a’ =exp(bIna).
Mivel Ine =1, ezért a definicid szerint

e’ =expux, x eR.

Altalanos alapi exponencialis fiiggvény (exp,, a > 0, a#1). Barmely a € (0,1)U(1, 00)
esetén az
exp, x =a* =exp(xIna), x €R,
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képlettel definialt exp, : (—o0, 0c0) — (0, oo) fuggvényt a alapu exponencialis fiiggvénynek
nevezziik. Az exp, fliggvény pozitiv, folytonos, a € (0,1) esetén szigoruan monoton csékkend,
a € (1, 0o) esetén pedig szigorian monoton ndvekedd. Tovabbi fontosabb tulajdonsagai:

a’= 1,
aV=a"a’, hax,yeR,
(ax)y =a", hax,yeR,
haa € (0,1), akkor lim a*=o00¢és lim a* =0.
X—>—00 X—> 00
haa € (1, 00), akkor lim a*=0¢s lim a* =oo.
X—>—00 X—> 00

Altalinos alapu logaritmusfiiggvény (log,, a >0, a#1). Barmely a € (0,1)U(1, 00) esetén
a log,-val jelolt a alapu logaritmusfiiggvény definicidja:

log, = (expa)_l.

A log, : (0,00) — R fuggvény folytonos, a € (0,1) esetén szigortian monoton csokkend,
a € (1, 00) esetén pedig szigortian monoton névekedd. Fontosabb tulajdonsagai:

log, 1=0,
log,(a") =x, hax e R,

al%%* = x ha x € (0, 00),

log,(xy) =log, x +log, v, ha x, y € (0, 00),
log,(x”)=ylog, x, hax € (0,00) ésy e R;
Inx

log, x = —, ha x € (0, 00),
g(l'x lna X ( )
haa € (0,1), akkor xlg&loga X =00 és xll>ngo log, x = —o0,
haa € (1, 00), akkorxll)r&logax:—oo és xll)ngo log, x = oc0.

Altalanos kitevéjii hatvanyfiiggvény (id®, b € R). Barmely b € R esetén az
id’(x) =x =exp(bInx), x € (0, 00),

képlettel definialt id” : (0, oo) fliggvény folytonos a (0, co)-n. Ha b € (0, oo), akkor szigoru-
an monoton ndvekedd, ha pedig b € (—o0,0), akkor szigorGan monoton csékkend. Tovabbi
tulajdonsagok :

—b

x 7= hax € (0,00) ésb € R,

1
xb’
xbte=xbxe, hax € (0,00) ésbh,c € R,

(x?)¢ = x"c, ha x € (0, 00) és b, c € R,
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hab e (0,00),  akkor lim x’=0¢és lim x”=oo0.
x—0+ X—>00

hab € (—00,0), akkor lim x”=o0és lim x?=0.
x—0+ X— 00

A harmadik tulajdonsag szerint ha x € (0, 00) és n € N*, akkor

Tehat
= x, hax € (0,00) ésneN".

Trigonometrikus fiiggvények (sin, cos, tg, ctg). Az x, y-sik 1 sugart kérvonaldnak minden
P pontja azonosithat6 azzal a radianban mért x € (0,27 ) szoggel, amelyet az O P szakasz (O =
=(0,0)) bezar az x-tengely pozitiv iranyaval. A [0,27 )-n Ggy definidljuk a sin és cos (szinusz
és koszinusz ) figgvényeket, hogy az x € [0,27) szoggel azonositott P pont koordinatai: P =
= (cos x, sinx). Ezutan mindkét fuggvényt kiterjesztjik a (—oo, 0o)-re a

sin(x +2km)=sinx, cos(x+2kmw)=cosx, x €[0,2m), keZ,

képlettel. Ekkor D(sin) = D(cos) = (—00, 00), R(sin) = R(cos) = [—1,1]. Mindkét fiiggvény
periodikus 27 periddussal és folytonos a (—oo, 0o)-n. A sin fiiggvény szigoruan monoton
novekedd a [—m/2, w/2]-n és szigortan monoton csokkend a /2,37 /2]-n. A cos fliggvény
szigortian monoton csdkkend a [0, r]-n és szigorian monoton névekedd a [, 27 ]-n. Tovabbi
fontosabb tulajdonsagok:

. .o 1 T V2 . nm 3 o= .
sm0=0, sm—=-, sin—=—, sSin—=—, sin—=1, sinx =0,
6 2 4 2 3 2 2
4 ﬁ T \/5 T 1 T
cos0=1, cos—=—, cos—=—, cos—=-—, cos—=0, cosm=-1,
6 2 4 2 3 2 2
sin(—x) = —sinx, cos(—x) =cosx, x eR,
sin® x +cos? x = 1, x eR,
sin(x+y) =sinx cos y+cos x sin y, x, yeR,
cos(x+y)=cosx cosy—sinxsiny, x, yeR,
sin(2x) =2sin x cos x, cos(2x) = cos? x —sin? x, x € R,
1—cos(2x 1+cos(2
sin® x = #, cos’x = ﬁ, x e R,
2 2
) ) . X xt
sinx —siny = 2sin ycos 2y, x, yeR,
X+ X —
COSX —COoSy =—2sin ysin 2y’ x, yeR,
. sinx
lim =1.
x—0 X
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A tg (tangens ) és ctg (kotangens ) fiiggvényeket a

tgx = , hax e R\{w/2+km | k € Z},
COS X
illetve oS x
ctgx = ——, hax € R\ {km | k € Z},
sin x

képletekkel értelmezziik. Tehat
D(tg) =R\ {n/2+kw |keZ}),  D(ctg)=R\{knm |k € Z}.

Megjegyezziik, hogy az angol nyelvil irodalomban a tan és cot jeldlés haszndlatos tg és ctg
helyett. Mindkét fliggvény periodikus 7 periddussal, tovabba mindkét fiiggvény folytonos az
értelmezési tartomanyanak részintervallumain. A tg fliggvény szigorian monoton névekedd
a (—m /2, w/2) intervallumon, tg 0 =0, és

lim tgx=—o0, lim tgx =-+oo.

x—>—7+ x—>§—

o r . . ” T r
A ctg fiiggvény szigortan monoton csdkkené a (0, )-n, ctg 5 =0, és

lim ctgx =+o0, lim ctgx=—o0.
x—0+ X—>7T—

Arkuszfiiggvények (arcsin, arccos, arctg, arcctg). Az arkusz sz6 latin eredetii, jelentése: iv.
Az arkuszszinusz-, arkuszkoszinusz-, arkusztangens-, és arkuszkotangens-fiiggvényeket a ko-

vetkezoképpen definialjuk:
arcsin = ( sin | [—7/2,7/2] )

(
arccos = (cos|jo.x])_;
(

tg| (—m/2,7/2) )
arcetg = (ctgl(0.7))_,

Az arcsin : [—1,1] — [—7/2, 7/2] paratlan, folytonos és szigoruan monoton novekedd a [—
—1,1]-n, tovabba

arctg =

. T . ) T
arcsin(—1) = —5 arcsin0 =0, arcsinl = 3"
Az arccos : [—1,1] — [0, ] folytonos és szigoruan monoton csokkend a [—1,1]-n, tovabba
T
arccos(—1) =, arccos 0 = 3 arccos 1 =0.

Az arctg : (—00, 00) — (—m/2, w/2) paratlan, folytonos és szigortan monoton novekedd
a (—o0, 00)-n, arctg 0 = 0, valamint
b

. 4 .
lim arctgx = ——, lim arctgx = —.
X——00 2 X—>00 2

Az arcctg : (—o0, 00) — (0, ) folytonos és szigortian monoton csokkend a (—oo, 0o) inter-
vallumon, arcctg 0 = 7 /2, tovabba

lim arcctgx =, lim arcctgx =0.
X—>—00 X—>00
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Az arkuszfiiggvények grafikonjai:

w2

y=arcsin x

-T2

2.1. abra.

2

y=arccos X

2.2. abra.
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2

y=arctgx

2.3. abra.

2

y=arcctgx

www.tankonyvtar.hu

2.4. abra.
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3. fejezet

Egyvaltozos valos fuggveények
differencialszamitasa

3.1. A differencialhatosag fogalma

3.1.1. Definicio. Legyen f : R — R értelmezve az a € D( f) pont valamely kornyezetében,
és legyen x € D(f)\{a}. Az
fx)—f(a)
X—a
hanyadost az f fiiggvény a és x helyekhez tartozo kiilonbségi hanyadosanak nevezziik.

Az a és x helyekhez tartozo kiilonbségi hanyados az f grafikonjanak (a, f(a)) és (x, f(x))
pontjait 6sszekotd egyenes (szelo ) meredeksége (az dbran lathatod o szog tangense).

(x.f(x))

3.1. abra.

3.1.2. Definicio. Ha a

L )= fla)

x—a X —a
hatarérték 1étezik és véges, akkor az f fiiggvényt differencialhatonak mondjuk az a helyen,
a hatarértéket pedig az f fliggvény a pontbeli differencidlhanyadosanak nevezziik.
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3.1.3. Definicio. Az f : R — R fliggvény derivaltfiiggvénye roviden derivaltja, jele f’ vagy
d
—f, az a fliggvény, amelynek értelmezési tartomanya D( f) azon x pontjaibol all, amelyekben

f differencialhat6, és minden ilyen x-hez az f fiiggvény x pontbeli differencidlhanyadosat
rendeli hozza.

Tehat
D(f')={a € D(f) | f differencialhat6 az a helyen }
és
f'(a)= lim w haa € D(f').

3.1.4. Definicié. Ha f : R — R differencialhat6 az a helyen, akkor az
y=f'(a)(x—a)+ f(a)
egyenest az f fliggvény a helyhez tartoz6 érintojének nevezzik.

Tehat az f'(a) differencidlhanyados az f fiiggvény a helyhez tartozo érintdjének a meredek-
sége (az abran lathatd o szog tangense).

3.2. abra.

Az f : R — R fiiggvény a pontbeli jobb oldali (bal oldali) differencidalhdanyadosanak (de-

rrrrrrrr

szerepl6 hatarértéket jobb oldali (bal oldali) hatarértékkel helyettesitjiik. Jele: f/(a) (f (a)).

Tehd ()= £(a)
Lo x)—fl(a
f+(a)_x1£2+ r—a

s £(6)— (@)
S x)—f(a
f-la)= lim ———

feltéve, hogy a jobb oldali, illetve bal oldali hatarérték 1étezik és véges. A kovetkezd dssze-
fliggés nyilvanvalo.
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3.1.5. Tétel. f'(a) éppen akkor létezik, ha fl(a) és f' (a) is létezik, és

fila) = fL(a).

3.1.6. Példa. Az f(x)= x|, x € R, figgvény nem differencialhat6 0-ban, mert

és

A kovetkezo tétel a differencidlhatosag és folytonossag kozotti kapesolatrol szol.
3.1.7. Tétel. Ha f : R — R differencialhato az a helyen, akkor itt folytonos is.

A tétel megforditasa nem igaz, mert példaul az f(x) = |x|, x € R, fliggvény folytonos 0-ban,
de itt nem differencialhato.

3.2. Differencialasi szabalyok

A kovetkezo tételek a fontosabb differencialasi szabalyokat irjak le.

3.2.1. Tétel (Differencialéasi szabalyok). Ha f : R — R és g : R — R differencidalhato az

a helyen, akkor ugyanilyen az f +g, f-g, és a g(a)#0 feltétel mellett az i fliggvény is,
8

mégpedig

(fxg)(a)=f'(a)£g (a),
(f-g)(a)=f'(a)g(a)+ f(a)g'(a),
IAY - F@)gla) — fla)g'(a)
(g> (a) '

3.2.2. Tétel (Az Osszetett fliggvény differencidlasa). Ha g : R — R differencidlhato az a
helyen és f : R — R differencidlhaté a g(a) helyen, akkor f o g is differencialhaté az a
helyen, mégpedig

(fog)(a)=f"(s(a)) &'(a).

3.2.3. Tétel (Az inverz fiiggvény differencidlasa). Ha f : R — R folytonos és szigoruan
monoton az a pont valamely kornyezetében, differencidlhaté az a helyen és f'(a)#0, akkor
f—1 is differencialhaté a b = f(a) helyen, mégpedig

/ _ 1 =
(f—l) (b) B f/(a) f/(f—l(b)) .
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3.3. Az elemi alapfiiggvények derivaltjai

Az elemi alapfiiggvények derivaltfiiggvényeit tablazatban foglaltuk 6ssze.

f(x) f'(x)
c 0
x?b bxb1
er er
a* a*lna
1
Inx -
X
| 1
og X
Ea xIna
sin x COS X
CcoS X —sinx
. 1
X
g cos? x
1
ctgx ——
sin“ x
) 1
arcsin x
1—x2
1
arccos x | —
V1—x2
) 1
arctg x —
& 1+x2
¢ 1
arcctg x -
& 14+x2

(ceR, beR, ae€(0,00)\{1})

A téblazat Ugy értendd, hogy f differencialhatdo minden olyan x helyen, ahol f értelmezve
van és az f’(x) kifejezés értelmes.

Eléfordul, hogy egy fliggvény az értelmezési tartomanyanak feltiintetése nélkiil, csak a képle-
tével van megadva. Ilyenkor a fiiggvény értelmezési tartomanyan minden olyan x e R szdmnak
a halmazat értjiik, amelyekre a kifejezés értelmes. Kivételt csak a

hix) = f(x)st)
alaku fliggvények képeznek, amelyek értelmezési tartomanyan a

D(h)={x € D(f)ND(g) | f(x) >0}
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halmazt értjiik. Az ilyen esetekben a derivaltfiiggvény jelolésére f'(x) helyett a kényelmesebb
(f(x))" szimbolum hasznalatos. Eszerint az In(x — 2) ,,fliggvény” értelmezési tartomanya a

(2, 00) intervallum, és itt

1

In(x —2)) = —.
( n(x )) x—2

3.3.1. Példa. Az x* fiiggvény értelmezési tartomanya a (0, 0o) intervallum, és itt

1
(x*) = (e* lnx)/ =" (x Inx) =e* 0¥ (1 1nx+x—> =x*(Inx+1).
x

3.4. Magasabb rendi derivaltak

3.4.1. Definicio. Az f : R — R fiiggvény elsd derivaltjan az f' derivaltfiiggvényt értjiik.
Barmely n € N* esetén f (n+1)-edik derivaltjanak az n-edik derivalt derivaltfiiggvényét
mondjuk. Az f n-edik derivaltjat f)-nel jeléljiik. Ha a € D(f"), akkor f-et n-szer diffe-
rencialhatonak mondjuk az a helyen.

Magét f-et f nulladik derivaltjianak is szoktak nevezni, és f(9)-val jellik. Azn=2, 3 esetben
inkabb az
f(2) _ f//, f(3) _ f///
jelolés hasznalatos. Taldlkozhatunk az n-edik derivalt
d"f

(n) =
f dxm

tort alaku jelolésével is.

3.5. Intervallumon valo differencialhatosag

3.5.1. Definicio. Legyen I C R intervallum a és b végpontokkal, ahol
—o0o<a<b<oo.

Azt mondjuk, hogy az f: I — R fiiggvény differencidlhato az I intervallumon , ha f differen-
cialhato minden x € (a, b) helyen, tovabba ha a € I, akkor f a-ban jobbrdl differencialhato,
ha pedig b € I, akkor f b-ben balrdl differencialhatd. Ekkor az

= f'(x), ha x € (a, b)
fi(x)=1= fl(a), hax=aésacel
= f.(b), hax=bésbel

képlettel definialt f} : I — R fiiggvényt az f fiiggvény I intervallumon vett derivaltfiiggvé-
nyének nevezzik.

A tovabbiakban sziikségiink lesz a kovetkezd fogalomra is.

3.5.2. Definicié. Az f fiiggvényt folytonosan differencidlhatonak nevezziik az I C R inter-
vallumon, ha f differencialhaté 7-n és az f; derivaltfiiggvény folytonos I-n.
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3.6. Kozépértéktételek

Ismertetjiik a differencidlszamitas harom fontos kdzépértéktételét.

3.6.1. Tétel (Rolle tétele). Legyen [a, b CR. Ha f:R— R folytonos [a, b]-n, differencialhaté
(a,b)-nés f(a) = f(b), akkor létezik ¢ € (a, b) ugy, hogy

f'(c)=0.

A tétel feltételei mellett az f fiiggvénynek van olyan érintdje, amelyik parhuzamos az x-
tengellyel.

3.6.2. Tétel (Lagrange tétele). Legyen [a, b] CR. Ha f : R — R folytonos [a, b]-n és diffe-
rencidalhaté (a, b)-n, akkor létezik ¢ € (a, b) ugy, hogy

f(b)—f(a)
b—a
A tétel feltételei mellett az f fiiggvénynek van olyan érintdje, amelyik parhuzamos az a és b

helyekhez tartoz6 szelével.
Az f(b) = f(a) esetben Lagrange tétele Rolle tételébe megy at.

flle)=

3.6.3. Tétel (Cauchy tétele). Legyen [a,b] CR. Ha f : R — R és g : R — R folytonosak
la, b]-n, differencidlhatok (a, b)-n és g’ sehol sem tiinik el (a, b)-n, akkor létezik ¢ € (a, b)

ugy, hogy
f'(e) _ f(b)—f(a)

g'lc) gb)—gla)
A g(x) = x esetben Cauchy tétele Lagrange tételébe megy at.

3.7. Monotonitasi kritériumok

3.7.1. Definicio. Legyen I C R intervallum a és b végpontokkal, ahol
—o0<a<b<oo.

Az I intervallum belsején az (a, b) intervallumot értjiik. Jele: int /

A kovetkez6 fontos tétel Lagrange tételének kovetkezménye.

3.7.2. Tétel (Monotonitasi kritériumok). Legyen I CR intervallum. Ha az f:R— R fiiggvény
folytonos I-n, differencidalhaté I belsejében, és f' > 0 (f' < 0) I belsejében, akkor f az I
intervallumon monoton névekedd (monoton csokkend), ha pedig az f' >0 (f' <0) feltételt az
f'>0(f'<0) feltételre cseréljiik, akkor f szigoriian monoton novekedd (szigoriian monoton
csokkeno) I-n.

Az eldz6 tétel specialis esete a kdvetkezd:
3.7.3. Tétel. Legyen I C R intervallum. Ha f : R — R folytonos I-n és f' =0 I belsejében,
akkor f allando.
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3.8. A L'Hospital-szabaly

A Cauchy-féle kozépértéktétel segitségével lehet bizonyitani a kovetkezo allitast.

3.8.1. Tétel (L'Hospital-szabaly). Legyen a € R. Tegyiik fel, hogy vagy

lim f(x) = lim g(x) =0,

X—a
vagy pedig
lim |g(x)| = oo.
X—a
Ha valamely b € R esetén
/
tim L) g,
x—a g/(x)
akkor
tim L) —
X—a g(x)

Hasonlo allitasok igazak jobb oldali és bal oldali hatarértékek esetén is.
3.8.2. Példa. A L'Hospital-szabaly ismételt alkalmazasaval kapjuk, hogy

. e —sinx—1 . e¥—cosx e’ +sinx
hm—2= im-—=Ilim —— =
x—0 X

3.8.3. Példa. A L'Hospital-szabaly szerint

3
In(1+3x)7 7In(1+3 7 21 2+5x 7
lim u: im MZ—lim 143x _ 2% i r_or
x—o0 In(2+5x)* x—o0dIn(1+5x) 4x—oc D 20 x—>o0 1+3x 4
2+5dx

3.9. Abszolut és lokalis szélsoértékek

3.9.1. Definicio. Legyen adva egy f : R — R fliggvény. Az a € D(f) szamot f abszolit
maximumhelyének (abszolut minimumhelyének) mondjuk, ha minden x € D(f)-re f(x) <
=< fla) (f(x) = f(a)).

Az abszolut maximumbhely €s abszolut minimumbhely k6z0s neve abszolut szélséértékhely. Az
abszolut szélsdértékhely helyett a globdlis szélsoértékhely elnevezés is hasznalatos.

3.9.2. Definicio. Az a € D(f) szam f lokdlis maximumhelye (lokdlis minimumhelye) , ha f
definidlva van a valamely §-sugara kornyezetében (8 > 0), tovabba minden x € (a — 8, a)U
U(a, a+8) esetén f(x) < f(a) (f(x)> f(a)). Ha < (>) egyenl6tlenséget <-re (>-ra) cserél-

crer

A (szigort) lokalis maximumbhelyek ¢és lokalis minimuhelyek k&zos neve (szigoru) lokdlis
szelsoertekhely.

A kovetkezd tételben lokalis szélsdértékhely 1étezésének sziikséges feltételét adjuk meg.
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3.9.3. Tétel. Haa az f : R — R fiiggvény lokalis szélséértekhelye és f differencidalhato az a
helyen, akkor f'(a)=0.

3.9.4. Definicio. Azokat az a pontokat, amelyekre f'(a)=0az f : R — R fiiggvény kritikus
(stacionarius) pontjainak nevezzik.

3.9.5. Példa. Konnyti ellendrizni, hogy 0 az f(x) = x3, x € R, fiiggvény kritikus pontja,
ugyanakkor f szigoraan monoton névekedd a (—oo, 0o)-n. Tehat egy kritikus pont altalaban
nem lokalis szélséértékhely.

A monotonitasi kritériumokbol kdvetkezik, hogy ha a az f : R — R fliggvény kritikus pontja,
és az f' derivaltfiiggvény elbjelet valt az a pontban, akkor a f-nek lokalis széls6értékhelye.
Weierstrass tételébdl tudjuk, hogy barmely korlatos zart intervallumon folytonos fiiggvénynek
van abszolut maximumbhelye és abszolut minimumbhelye. Ezeket a kovetkezoképpen hataroz-
hatjuk meg:

3.9.6. Tétel. Legyen [a, b] CR. Ha f folytonos |a, b]-n, akkor legnagyobb (legkisebb) értékét
vagy az intervallum valamelyik végpontjdaban, vagy pedig olyan c¢ € (a, b) pontban veszi fel,
ahol f'(c)=0vagy f'(c) nem létezik.

3.9.7. Példa. Keressiik meg az
f(x)=3x4—20x3+48x2—48x+1, x €[0,3],
fiiggvény (abszoliit) maximumat és minimumat. Mivel f folytonos és
fl(x)=12x*—5x2+8x —4)=12(x —1)(x —2)%,  x €(0,3),
ezért az el6z0 tétel szerint f maximumhelye és minimuhelye az
x1=0, x9=1, X3 =2, x4=3
pontok valamelyike. Osszehasonlitva az
FO)=1,  f)=-16,  f2)=-15,  f(3)=-8
fiiggvényértékeket azt kapjuk, hogy a legnagyobb fliggvényérték 1, a legkisebb pedig —16.

3.10. Konvexség, konkavsag
EmlékeztetSiil: egy f:R— R fiiggvény x1, x2 € D(f), x1 < x2, helyekhez tartozo szel6jének

meredeksége
fx2) = f(x1)
xp—x1
a szeld egyenlete pedig

A Y AV P T

X2 —X1
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3.10.1. Definicio. Legyen I C R intervallum és f: I — R. Az f fliggvényt az I-n konvexnek
(konkavnak) mondjuk, ha barmely x1, x, xo € I, x; < x < x2, esetén

fx2)— f(x1) f(x2)— f(x1)

X2 —X1 X2 —X1

o)< (x—x1)+ £ (), (f(x) > (x—X1)+f(X1))-

Ha < (>) egyenlétlenséget <-re (>-ra) cseréljiik, akkor az I-n szigoruan konvex (szigoruan

c sy

Az f fliggvény akkor konvex (konkav) az I intervallumon, ha barmely x1, x2 € I, x1 < x2,
esetén az x; és xo helyekhez tartoz6 szel6 az (x1, x2) intervallumon f grafikonja f616tt (alatt)
fekszik.

3.10.2. Tétel (Konvexség ¢és konkavsag kritériuma). Ha f folytonos az I C R intervallumon
és ' (szigoruan) monoton névekedd ((szigortian) monoton csokkend) I belsejében, akkor az
f fiiggvény I-n (szigoruan) konvex ((szigoruan) konkav).

Specidlisan, ha f:R— R folytonosaz I-nés f”">0(f" <0) I belsejében, akkor f I-n konvex
(konkav), ha pedig a > (<) egyenlotlenséget >-re (<-ra) cseréljiik, akkor f I-n szigoruan
konvex (szigoruan konkav).

3.10.3. Példa. Legyen

1
f(x)=1+x2, x eR.
Az f fliggvény folytonos, tovabba
—2x
/ —
f (.X') = m, xelR
2-(3x2-1)
4 _
f (.X) = W, x eR.
Mivel f"<0a (—%, \/Lg) intervallumon és >0 a (—oo, —%), (%, 00) intervallumokon,
ezért a (—\/ig, \/Lg)-n f szigortan konkav, a (—oo, —%)-n és az (%, 00)-n pedig szigortian
konvex.
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4. fejezet

Egyvaltozos valos fuggveények
integralszamitasa

4.1. Primitiv fuggvény és hatarozatlan integral

4.1.1. Definicio. Legyen I CR intervallum és f egy /-n definialt valos fliggvény. Az F: I —R
fiiggvényt f primitiv fiiggvényének mondjuk az [ intervallumon, ha F differencialhaté 7-n
ésitt F; = f.

Emlékeztet6iil: F; az F fuggvény I-n vett derivaltjat jeloli (Iasd 3.5.1 Definicio).
A kovetkezo6 tulajdonsag Lagrange tételének kovetkezménye.

4.1.2. Tétel. Ha F az f fiiggvény primitiv fliggvénye az I intervallumon, akkor minden c € R
eseten F+c is primitiv fiiggvénye f-nek I-n, és [ barmely primitiv fiiggvénye I-n F+c alaku,
ahol c e R.

4.1.3. Definicio. Egy f valos fliggvény hatdarozatlan integraljan az I C R intervallumon f
I-n vett primitiv fiiggvényeinek halmazat értjiik (ha nem tires). Jelolés: [ f vagy [ f(x)dx.
Az f fuggvényt integrandusnak nevezzik.

Ha F primitiv fiiggvénye f-nek I-n, akkor

/f={F+c|ceR} I-n.

Ezt a kovetkezd pontatlan, de rovidsége miatt kényelmes €s ezért ltalanosan hasznalt alakban
szokas irni:
/ f=F+c, (az I intervallumon),
vagy
[ rwax=r@ee. wen.

22\’
<5) =X, x € (—00, 00),

Mivel
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ezért

2
x
/xdx=5+c, x € (—00, 00).

4.2. Alapintegralok

A differencialasi szabalyok megforditasaval kapjuk a kdvetkez6 integralokat.

/f(x)dx F(x)+c
b+l
/xbdx al +c
b+1
/—dx In|x|+c
X
/exdx e*+c
X
/axdx a +c
Ina
/smxdx —cosx+tc
fcosxdx sinx+c¢
/ 5, tgx+c
cos
/ —ctgx+c
sin
/ arcsinx +c¢
1
1+x2 arctgx +c

(b eR\{-1}, a€(0,00)\{1})

A tablazatban szerepld integralformuldk érvényesek minden olyan nyilt intervallumon, ahol
f és ajobb oldalon szerepld fliggvény értelmezve van.

4.3. Integralas elemi atalakitasokkal

4.3.1. Tétel (Linearitas). Ha f-nek és g-nek primitiv fiiggvénye az (a, b) C R intervallumon
F, illetve G, tovabba k € R, akkor (kf )-nek primitiv fiiggvénye (a, b)-n kF, ( f +g)-nek pedig
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[wr=k [ s
[trro=[r+[e

Az els6 képletet ugy kell érteni, hogy az [ (kf) fiiggvényhalmaz elemei az [ f fiiggvényhal-
maz elemeinek k-szorosai, a masodik képletet pedig Gigy, hogy az [( f +g) fliggvényhalmaz
elemei az [ f és [ g fiiggvényhalmaz elemeinek Gsszeadasaval allnak eld. Hasonloképpen
értenddk a tovabbi hatarozatlan integralokkal kapcsolatos képletek is.

F+G. Eszerint

4.3.2. Tétel (Linearis helyettesités). Legyen f-nek az (o, ) C R intervallumon primitiv fiigg-
vénye F, tovabba g(x)=ax+Db linedris fiiggvény, a, b € R, a#0, és (y, §) olyan intervallum,

1

hogy g((v,98)) C («, B). Ekkor az f o g fiiggvénynek (y, 8)-n primitiv fiiggvénye —(F o g),
a

azaz

1
/ flax+b)dx=—F(ax+b)+c,  xe(y,0).
a
4.3.3. Példa.

/m‘“:f@xﬂ)%dx: (3x+5)2

1
3 3

2
+c=—,/(3x+5)3+c,
5 9
ahol x € (—g, 00).

4.3.4. Példa.

1+ 2 1 2
/COSZXdX:/ﬂdX:/ 2, L8 dx
2 2 2

1 1 1 1sin2x x sin2x
=— | ldx+= | cos2xdx=—-x+— +e="+ +e,
2 2 27 2 2 2 4

ahol x € (—o0, 00).

4.4. Parcialis integralas

A szorzat derivaltjabol konnyen levezethet6 a kovetkezo tétel.

4.4.1. Tétel (Parcialis integralas). Legyen (a, b) CR. Ha f és g differencidalhatok (a, b)-n és
az fg' fiiggvénynek van primitiv fiiggvénye (a, b)-n, akkor az f'g fiiggvénynek is van primitiv
fiiggvénye (a, b)-n, és

ff/(X)g(X)dx = f(X)g(X)—/ f(x)g'(x)dx,  x€(a,b)
4.4.2. Példa.
/(cosx)x dx=/(sinx)/x dx = (sinx)x—f(sinx)l dx = (sinx)x+cosx+c,

ahol x € (—o0, 00).
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4.5. Integralas helyettesitéssel

Az alabbi tétel az Osszetett fiiggvény differencialasi szabalyabol kovetkezik.

4.5.1. Tétel (1. tipusu helyettesités). Legyen g differencidalhato és nem dllandé az (a, b) C R
intervallumon. Ha F primitiv fiiggvénye f-nek a g((a, b)) intervallumon, akkor F og primitiv
fiiggvénye f-nek (a, b)-n, azaz

avagy

[rtetng e ar= [ / f(u)duLg(x).

Ez utébbi képlethez formalisan igy is eljuthatunk, hogy a bal oldali integralban bevezetjiik az

u=g(x) helyettesitést, majd a d—u =g'(x) képletbdl a g’ (x) dx=du 6sszefiggést szarmaztatjuk,
X

¢s igy jutunk a jobb oldalon lathaté integralhoz.

4.5.2. Példa. Az
/‘(sin2 x)cosx dx

. 7 r . r.r . u r
integralbol az u = sin x helyettesitéssel, amikor T =cosx, s igy cosxdx =du, az
X

|:/ u? du]
u=sin x
3
f u?du = u—+c,
3

sin® x

integralt kapjuk. Mivel

ezeért

+c, x € (—00, 00).

/(sin2 x)cosxdx =

4.5.3. Tétel (2. tipust helyettesités). Tegyiik fel, hogy g differencidalhaté az (a, B) C R inter-
vallumon és g' sehol sem tiinik el («, B)-n. Ha H primitiv fiiggvénye (f o g)g'-nek (o, B)-n,
akkor H o g_1 primitiv fiiggvénye f-nek a g((«, B)) intervallumon, azaz

[rwar=| [sangwa] o xesap.

u=g_1(x)
A képlethez formalisan ugy juthatunk el, hogy a bal oldali integralban elvégezziik az x =g (u)
d
helyettesitést, majd a d_x = g'(u) Osszefiiggésbdl a dx = g'(u) du kifejezést szarmaztatjuk,
u
végiil megkapjuk a jobb oldali integralt. Ennek kiszamitasa utan u helyébe g_(x)-et kell

irunk.
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4.5.4. Példa. Az
/ xo/x —1dx

) dx ip
integralbol az x = u3+1 helyettesitéssel a i 3u? és dx = 3u’du kifejezéseket hasznalva az
u

/(u3+1)u 3u2du=3/(u6+u3)du

integralt kapjuk. Ezt méar ki tudjuk szamitani:

7 4
3 3
3/(u6+u3)du=3 Lol ) re=2uT+2ut+c,
7 4 7 4

Végiil az x = u3+1 Ssszefiiggésbdl nyert u = /x — 1 felhaszalasaval kapjuk, hogy

/x«g/x—ldx=g(«3/x—1)7+2(3x—1)4+c, x € (—00, 00).

4.6. A Riemann-integral definicioja

Adott egy nemnegativ folytonos f az [a, b] C R intervallumon. Kiszdmitand6 annak a ,,g6r-
bevonali” trapéznak a T teriilete, amelyet feliilr6l az y = f(x) gorbe, oldalrdl az x = a és
x = b egyenesek, alulrdl pedig az x-tengely hatarol. Az alabbiakban definialt fogalmak segit-
ségével also és felsd becslést adhatunk 7'-re. A konstrukcid abban az altalanosabb esetben is
hasznalhato, amikor f csupan korlatos |a, b]-n.

4.6.1. Definicio. Az [a, b] C R intervallum felosztasdn olyan véges {xo, ..., xx} sorozatot
értlink, amelyre
a=xp<xy<---<xp=>b.

4.6.2. Definici6. Legyen adva egy korlatos f fiiggvény az |[a, b] intervallumon és
@ = {xq, ..., xx} legyen [a, b] egy felosztasa. A korlatossag miatt minden i € {1,2, ..., k}
esetén az

m; = inf f([x;-1, xi]), M; = sup f([x;i-1, xi])

szamok jol definidltak. Az
k

S = Zmi(xi —Xi—1)

i=1
Osszeget az f fliggvény @ felosztashoz tartozd also dsszegenek , az
k
Se = Z M;(x; —x;—1)

i=1

Osszeget az f fiiggvény @ felosztashoz tartozo felso dsszegének nevezziik (lasd a 4.1 abra).
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y=f(x)

4.1. abra.

Ha f korlatos [a, b]-n, akkor [a, b] barmely @ felosztasara
inf f([a, b])-(b—a) <s¢ < So <sup f(([a,b])-(b—a).
4.6.3. Definicio. Barmely [a, b]-n korlatos f esetén legyen
Iy =sup{sg | @ az |a, b| felosztasa },
és
Ir =inf{ Sg | @ az |a, b| felosztasa }.
Az 14 szémot az f fliggvény (Darboux-féle) also integrdljanak , az Iy szamot pedig f (Dar-
boux-féle) felso integraljanak nevezziik.
Nyilvanvalo, hogy ha f nemnegativ és folytonos [a, b]-n, akkor az [a, b] barmely @ felosz-
tasara
so =T < So,
s ezért
In<T<IFf
is teljesiil, ahol T a kiszamitando teriilet.

4.6.4. Definicio. Az f fiiggvényt integrdlhatonak mondjuk az [a, b] C R intervallumon, ha
f korlatos [a, b]-n és I4 = Ir. Ekkor az I = I4 = I kozos értéket az f fiiggvény |a, b]-n
vett Riemann-féle hatarozott integraljanak, vagy roviden Riemann-integraljanak nevezziik.

Jele: . .
fa f o vagy / f(x) dx.

Sziikségiink lesz a kdvetkezd fogalomra.

4.6.5. Definicio. Azt mondjuk, hogy az f fliggvény szakaszosan folytonos (szakaszosan mo-
noton) az [a, b] CR intervallumon, ha [a, b]-nek létezik {x, ..., xz} felosztasa (a=xp < x <
< --- < x; =b) gy, hogy az (x;_1, x;), i € {1, ..., k}, részintervallumok mindegyikében f
folytonos (monoton).
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A kovetkezd tétel azt mutatja, hogy a fliggvények egy igen széles osztalya integralhato.

4.6.6. Tétel (Egzisztencia tétel). Ha f korlatos és szakaszosan folytonos vagy szakaszosan
monoton az |a, b| intervallumon, akkor f integralhato is |a, b)-n.

Legyen f nemnegativ és folytonos |a, b]-n. Ekkor f integralhatosaga folytan I4 =1Ip = fab f.
Figyelembe véve, hogy I4 < T < I, azt kapjuk, hogy

Tzfabf,

ahol T a szakasz elején emlitett sikidom teriilete.
A kovetkezo tétel azt mutatja, hogy az integralhatosagot és az integral értékét nem befolya-
solja, ha az integrandust véges szdmu pontban megvaltoztatjuk.

4.6.7. Tétel. Legyenek f és g az |a, b] C R intervallumon definidlt valds fiiggvények. Ha f

integralhato az |a, b)-n, és van [a, b]-nek olyan véges H részhalmaza, hogy f=g az [a, b]\ H
halmazon, akkor g is integralhaté [a, b]-n, és

b b
L[+
a a
Ez a tétel motivalja az aldbbi definiciot.
4.6.8. Definicio. A g fiiggvényt az [a, b] C R intervallumon tdgabb értelemben integralhato-

nak mondjuk, ha van olyan az [a, b]-n integralhatd f, amely g-vel [a, b]-n véges szamu pont
kivételével egyenld. Ekkor definicioképpen

[e[

g(x)=——or, x € (0,1]

4.6.9. Példa. A

fliggvény ugyan nincs definialva 0-ban, mégis tagabb értelemben integralhato a [0, 1]-en, mi-
vel a

lim g(x) = lim 0% =1

x—0 x—0 Xx
limeszrelacio folytan korlatos, és ha a 0 helyen barhogyan definialjuk, akkor szintén korlatos
¢s szakaszosan folytonos fliggvényt kapunk.

A tovabbiakban az integralhatosagot mindig tdgabb értelemben fogjuk érteni.
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4.7. A Riemann-integral tulajdonsagai

A kovetkezd tételekben 0sszefoglaljuk a Riemann-integral fontosabb tulajdonsagait.

4.7.1. Tétel. Ha f és g integrdalhaté az |a,b] C R intervallumon és «, B dllandok, akkor
af +Bg is integrdlhato az [a, b]-n, és

Lb(af+ﬂg)=aLbf+ﬁng-

4.7.2. Tétel. Ha f és g integralhaté az [a, b] C R intervallumon és f < g az [a, b]-n, akkor

/abe/abg-

4.7.3. Tétel. Ha f integrdalhaté az |a,b] C R intervallumon, akkor |f| is integralhaté az

la, b]-n, és
/abf s/abm.

4.7.4. Tétel. Ha f integralhato az |a, b intervallumon és ¢ € (a, b), akkor f integralhato

la. cl-n és [c, b]n is, és
fabf=/acf+/cbf-

4.8. A Riemann-integral kiszamitasa

A Riemann-integral kiszadmitasa szempontjabodl alapvetd fontossagu a kovetkezo tétel.
4.8.1. Tétel (Newton-Leibniz-szabaly). Ha f integrdlhato az |a,b] C R intervallumon, F
Solytonos |a, b|-n, tovabba F primitiv fiiggvénye f-nek (a, b)-n, akkor

b
/ F(x)dx = F(b)— Fla).

4.8.2. Definicié. Legyen [a, b] CR intervallum. Az F (b)— F (a) kiilénbséget az [F (x)]2 szim-

a
bolummal jeloljik, és az F figgvény [a, b| intervallumon vett megvdltozdsanak nevezzik.

A Newton-Leiniz-szabalyt a Lagrange-féle kozépértéktétel segitségével lehet igazolni.

4.8.3. Példa. A Newton-Leibniz-szabdly szerint

/3 ) [x3]3 3 025 27 8 19
xfdx=| — | =———=——-=—.
2 3, 3 3 3 3 3

A parcialis integralas a kovetkezoképpen fogalmazhato at hatarozott integralra.
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4.8.4. Tétel (Parcialis integralas). Ha f és g folytonosan differencidlhaté az [a, b] C R inter-

vallumon, akkor
b b
/ f'(x)g(x)dx = [f(X)g(X)}Z—/ f(x)g'(x)dx
4.8.5. Példa.

2 2 2 ) 2 4
/ lnxa’x=/ 1~lnxa’x=/ (x)/lnxdx=[xlnx]1—/ x—dx
1 1 1 A

2
=21n2—/ ldx=2In2—[x]?=2In2-1.
1

Vezessiik be a kovetkezo jelolést.

4.8.6. Definicio. Barmely a € D( f) esetén legyen

/aaf=0,
/abf=—/:f,

feltéve, hogy f integralhato6 a [b, a] C R intervallumon.

tovabba b < a esetén

4.8.7. Tétel (Integralés helyettesitéssel). Tegyiik fel, hogy g nem dllando és folytonosan dif-
ferencidlhato az [a, b] C R intervallumon és f folytonos a g(|a, b)) intervallumon. Ekkor

g(b) b
f f(x)dx = / F(g(u))g'(u) du
g(a) a

4.8.8. Példa. A 2—x =u, avagy x = g(u) = 2 — u helyettesitéssel kapjuk, hogy

/1 X 4 /g(Q) X 4 22—ud
x=— x = u
0 v2—x V2—x 1 \/_

:/12(55 f)du_[4f__f] A(VE-1)-(VB-1).

4.9. Az integralfuggvény

4.9.1. Definicié. Legyen I C R intervallum, és tegyiik fel, hogy f integralhato I barmely zart
részintervallumén. Régzitett ¢ € I esetén legyen

X
=/ £, haxel.
c

A G : I — R fiiggvényt az f fliggvény c helyhez tartozo integralfiiggvényének nevezziik.
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Ha f integralhat6 I minden zart részintervalluman, akkor tetszdleges c, d, x € I esetén

fcxf=[le+/cdf.

Ezért ha G az f fliggvény valamely ¢ € I helyhez tartoz6 integralfiiggvénye, akkor f-nek
barmely mas helyhez tartoz6 integralfiiggvénye G +k alaku, ahol k allando.
A kovetkez0 tételek az integralfiiggvény két fontos tulajdonsagat irjak le.

4.9.2. Tétel. Ha G valamely c € I helyhez tartozo integralfiiggvénye f-nek az I C R inter-
vallumon, akkor G folytonos I-n.

4.9.3. Tétel. Legyen G valamely c € I helyhez tartozo integralfiiggvénye f-nek az I C R
intervallumon, és a € 1. Ha a nem jobb oldali (bal oldali) végpontja I-nek, és itt f jobbrol
(balrol) folytonos, akkor G jobbrol (balrol) differencialhato az a helyen, és

Gi(a)=f(a)  (G_(a)=f(a)).

Az el6z0 tétel egyik fontos kovetkezménye, hogy minden folytonos fiiggvénynek van primitiv
fliggvénye. Pontosabban:

4.9.4. Tétel. Ha f folytonos az I C R intervallumon, akkor itt van primitiv fiiggvénye, és
primitiv fiiggvényei egybeesnek integralfiiggvéenyeivel.

4.10. Az improprius integral

A Riemann integrél két alapvet('S hétrénya hogy csak korlatos intervallumon és csak korlétos

crer

korlatos fuggvenyekre ¢és nem korlatos intervallumokra a kovetkez6:

4.10.1. Definicié. Legyen a, beR, a <b, és tegyiik fel, hogy f integralhat6 az (a, b) interval-
lum minden zart részintervalluman. Azt mondjuk, hogy az f fliggvény improprius integralja
(a, b)-n konvergens, ha f valamely c € (a, b) helyhez tartozo

x)Z/xf, ha x € (a, b),

integralfiiggvényére a
lim G(x) és lim G(x)

x—a+ x—>b—

hatarérték l1étezik és véges. Ekkor az

I= lim G(x)— lim G(x —11mff+1im/cf

x—>b— x—at x—b x—>at J,

szamot az f figgvény (a, b)-n vett improprius integrdljanak mondjuk, és az

b b
/ /s illetéleg / f(x)dx

szimbélummal jeloljiik. Ha f improprius integralja (a, b)-n nem konvergens, akkor diver-
gensnek mondjuk.
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Az ,,improprius” latin eredetii szo6 jelentése ,,nem valodi”.
Az, hogy az improprius integral értékét ugyanazzal az | ab f szimbolummal jeloljiik, mint a
Riemann-integralt nem okoz zavart, mert igaz a kdvetkezd:

4.10.2. Tétel. Legyena, b € R, a < b, és f korldtos az [a, b|-n. Ekkor f-nek (a, b)-n ponto-
san akkor improprius integralja az 1 szam, ha f (Riemann szerint) integrdalhaté [a, b]-n, és
integralja 1.

Haa € R és f korlatos a-nak egy jobb oldali vagy bal oldali kérnyezetében, akkor az impro-
prius integralt egyszeriibben is jellemezhetjiik.

4.10.3. Tétel. Legyena € R, beR (a € R, b e R), a < b. Tegyiik fel, hogy f korldtos a-nak
egy jobb oldali (b-nek egy bal oldali) kérnyezetében, tovabbd f integralhaté (a, b) minden
zdrt részintervallumdn. Az f fiiggvény (a, b)-n vett improprius integrdlja pontosan akkor

konvergens, ha a
X b
li li
i [Ty (m )

hatarérték létezik és véges, konvergencia esetén pedig

from [ ([rmf)

A Newton-Leibniz-szabaly modosithatd improprius integralok kiszamitésara is.
4.10.4. Tétel. Legyen a, b €R, a<b, f integralhaté (a, b) minden zdrt részintervalluman, és

tegyiik fel, hogy F primitiv fiiggvénye f-nek (a, b)-n. Ekkor f improprius integrdlja (a, b)-n
pontosan akkor konvergens, ha létezik és véges a

lim F(x) és lim F(x)

x—at x—>b—

hatarérték, konvergencia esetén pedig

/ f= lim F(x)— lim F(x).

x—>b— x—a+t
4.10.5. Definicié. A fliggvénymegvaltozashoz hasonléan a

lim F(x)— lim F(x)

x—>b— x—at

kiilonbséget (amennyiben a bal és jobb oldali hatarérték 1étezik €s véges) az

[F(x)]ar

szimbolummal jeldljik.
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4.10.6. Példa. Az el6z0 tétel szerint
1 1 1
fo 7 dx =[2y/x]y; =xl_1>n11_ 2ﬁ—xli)r8+2«/§= 2.
Megjegyezziik, hogy ez az integral a Riemann-féle értelemben nem létezik, mert

) 1
lim — =+o0

x—>0+ /X
folytan az integrandus nem korlatos.
4.10.7. Példa.
|
/ = lim arctgx — lim arctgx =rm.
—o00 1+x2 x> X——00

Az improprius integral konvergenciajanak gyakran jol hasznalhato elegendd feltétele a ko-
vetkezd:

4.10.8. Tétel. Legyen a, b € R, a < b. Ha f és g integrdlhaté (a, b) minden zdrt részinter-
vallumdn, tovibbd az (a,b)-n |f| < g, és az

b
[
a

improprius integral konvergens, akkor az

improprius integral is konvergens.

4.10.9. P¢lda. Az

és az

improprius integral konvergens.
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4.11. Az integralszamitas néhany alkalmazasa

A Riemann-integral jol hasznalhato sikidomok teriiletének és forgéstestek térfogatanak kisza-
mitasara. (A teriilet és térfogat fogalmanak részletesebb targyalasahoz késobb vissza fogunk
térni.)

4.11.1. Tétel (Teriiletszamitas). Legyen |a, b] C R. Tegyiik fel, hogy [ és g olyan folytonos
fiiggvények [a, b]-n, amelyekre g < f az |a, b]-n. Annak a sikidomnak a teriilete, amelyet

feliilrdl f grafikonja, alulrol g grafikonja, oldalrol pedig az x=a és x=b egyenesek hatarolnak
(lasd a kovetkezo dabra) :

b
r= [ (1w -t ax.

y=f(x)

y=g(x)

4.2. abra.

4.11.2. Példa. Annak a sikidomnak a T teriilete, amelyet feliilrél az f (x)=/x, alulrdl pedig
az g(x) = x? fliggvény grafikonja hatarol (a [0,1] intervallumon):

T=/()1(ﬁ—x2) =[§@_£]1=2_1=1_

4.11.3. Tétel (Forgastest térfogata). Ha f nemnegativ folytonos fiiggvény az |a,b] C R in-
tervallumon, akkor annak a testnek a térfogata, amely f grafikonjanak az x-tengely koriili
megforgatasaval keletkezik (lasd a kovetkezo abra) :

b
VZT[/ f2(x)dx.
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y\:f()()/\

4.3. abra.

4.11.4. Példa. Annak a testnek a térfogata, amely az f(x)=1+e*, x € [0,2], figgvény grafi-
konjanak az x-tengely koriili megforgatasaval keletkezik :

2 2
V:TL'/ (1+ex)2dx=7t/ (1+2e* +e2) dx
0 0

2x 72 4
=71|:x+26x+%:| =2n62+y.

0

A Riemann-integral segitségével fliggvénygrafikon ivhosszat is kiszamithatjuk. Az ivhossz
definicioja a kovetkezd:

4.11.5. Definicio. Legyen adva egy f fiiggvény az [a,b] C R intervallumon. Ha @ =
={xo, ..., Xk} [a, b] felosztasa, akkor az f grafikonjanak (x;_1, f(x;—1)) és (x;, f(x;)) pont-
parjait (i € {1, ..., k}) 0sszekotd szakaszok egy térott vonalat (poligont) alkotnak, amelynek
hossza:

k
Co =3\ (i = xi0) 24 (f (i) = f(xi-1)2,
i=1

Ha
L=sup{Ly | D az [a, b] felosztasa} < oo,

akkor f grafikonjat rektifikalhatonak mondjuk, és az £ szdmot a grafikon ivhosszdnak nevez-
ziik.

4.11.6. Tétel (Fiiggvénygrafikon ivhossza). Ha f folytonosan differencidlhaté az |a,b] C R
intervallumon, akkor f grafikonja rektifikalhato, és ivhossza:

e=/ab,/1+(ff(x))2dx.

4.11.7. Példa. Az f(x)= %«/ (1+x)3 figgvény derivaltja a [0,1] intervallumon:
f(x)=+1+x, x € [0,1].
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Ezért f grafikonjanak ivhossza:

o~ [ vErra=[ 2 ey

L9
= g(\/2_7—\/§)

0
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S. fejezet

Egy villamossagtani probléma

5.1. Soros RLC aramkor

Ha egy valtakoz6aramu aramforrashoz sorosan egy R ohmos ellenallast, egy L induktivitasu
tekercset és egy C kapacitasu kondenzatort kapcsolunk, akkor az Gn. soros RLC aramkort
kapjuk [1]:

5.1. abra.

Tegyiik fel, hogy R, L, C konstans értékek. Jelolje a ¢t id6pontban E(¢) az aramforras altal
az aramkorbe juttatott , kiils6” fesziiltséget, I () az aramkorben folyo aramerdsséget, Q(z) a

1
kondenzator toltését. Ekkor a tekercs két vége kozott LE onindukcios fesziiltség, a konden-

zatoron pedig Q/C fesziiltség 1ép fel, ezért Kirchoff mésodik torvénye alapjan

I Q
E=L—+=+RI.
dt C

Figyelembe véve az [ = ‘2—? = Q' Osszefiiggést, azt kapjuk, hogy
1
LQ"(1)+RQ'(1)+ = 0(1) = E(1).

Ehhez a mdsodrendii differencidalegyenlethez tartoz6 kezdeti értékek:
0(0) = Qo, Q'(0)=1(0) = I.

Ezt a problémat a kdvetkezd részben bevezetett Laplace transzformalt segitségével fogjuk
vizsgalni.
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5.2. Valos valtozoju komplex fiiggvények
Barmely (x, y), (1, v) € R? esetén legyen
(o, y)+ (u, v) = (x+u, y+v),
(x,y)-(u,v)=(xu—yv, xvtyu).

Az R? halmazt a fenti képletekkel definidlt 6sszeadas és szorzas miiveletével komplex szdam-
testnek nevezziik, és C-vel jeloljik. Az i=(0,1) komplex szam a képzetes egység. Ha az (x,0)
alakt komplex szamokat azonositjuk az x valés szammal, akkor i%2 = —1, tovabba barmely
z=(x, y) komplex szam felirhaté a z =x+iy algebrai alakban, ahol x =Re z a z szam valds
része, y =1Im z pedig z képzetes része. A 7 = x +iy szam abszolut értéke (modulusa)

|zl =V x2+y2,
és konjugaltja
Z=x—1Iy.
Béarmely 0#z = x +iy komplex szam a

z=r[cosp+i sing]

trigonometrikus alakban is irhatd, ahol r = |z|, ¢ € R (z argumentuma) pedig olyan, hogy
X

cosp=—¢éssing = X. Ha
r r

z1 =r1[cos @i +ising | és 79 =ro[ cos o +i sin ¢3]
két 0-tol kiillonbdzo trigonometrikus alakban felirt komplex szam, akkor

z122 =r1ra[cos(py +@2)+i sin(e; +¢2)],

71 ry L.
— = —[cos(p1 —@2)+isin(¢1 —¢2)].
22 I

Az elsd dsszefiiggésbdl kapjuk, hogy ha z = r[cos ¢ +i sin | és n € N', akkor
7" =r"[cos(ny)+isin(ng) |.

Ez Moivre tétele.
Valés valtozoju komplex fiiggvények, azaz R — C tipusu fliggvények véges hatarértékének,

crer

crer

:R— C, akkor 7 € D(f) esetén

f(t)=Re f(t)+iIm f(z).

(Re f)(t)=Re f(z),  (Imf)(1)=Im f(z), 1€ D(f),
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képlettel definidlt Re f és Im f fliggvény neve f valos része, illetve f képzetes része.
A ¢ € C szam f hatarértéke az a € R helyen, jelben tlim f(t)=c,ha
—a

lim(Re f)(7) =Rec, és lim (Im f)(¢) =Imc.

t—a t—a

Tehat
lim f(7) = lim(Re f)(r)+i lim (Im f)(z),

t—a
feltéve, hogy a jobb oldalon szerepd hatarértékek 1éteznek és végesek.
Az f fuggvény éppen akkor folytonos az a € D( f) helyen vagy az I C D(f) intervallumon,
ha ugyanilyenek a Re f és Im f fiiggvények.
Az f fuggvény differencialhanyadosa az a € D(f) helyen

f'(a)=Re f)(a)+i(Im f)'(a),

feltéve, hogy a jobb oldalon szerepld differencialhanyadosok 1éteznek.
Az f fuggvény éppen akkor integralhato az [a, b] C R intervallumon, ha ugyanilyenek a Re f
¢és Im f figgvények, és integralhatdsag esetén

/abf=LbRef+i/a-bImf.

Ha (a, b) C R, akkor f (a, b)-n vett improprius integralja éppen akkor konvergens, ha kon-
vergensek Re f és Im f (a, b)-n vett improprius integraljai, és konvergencia esetén

/abf=/abRef+i/abImf.

A fentiekbdl adodik, hogy a hatarértékszamitas, differencialszamitas és integralszamitas sza-
balyainak nagy része atvihetd valos valtozdju komplex fiiggvényekre is.

A tovabbiakban sziikségiink lesz az exponencialis fliggvény kiterjesztésére komplex szamok-
ra. A kiterjesztés egyik lehetséges modja: barmely z € C esetén legyen

z=eRez[

e cos(Imz)+i sin(Imz)].

Ez az Gn. Euler-formula.

5.3. A Laplace transzformalt fogalma

5.3.1. Definicié. Legyen adva egy [0, 0o)-en definialt valds vagy komplex f fiiggvény, és
tegyiik fel, hogy f integralhato (tagabb értelemben) a [0, co) barmely korlatos zart részinter-
valluman. Azt mondjuk, hogy az f : [0, oo) — C fuggvény Laplace transzformaltja létezik
az s € C helyen, ha az

/OOO e T f(t)dt
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improprius integral konvergens. Azt az F : C — C fiiggvényt pedig, amelyet az

F(s) =/(;OO e f(t)dt

képlet definidl minden olyan s € C-re, amelyre az improprius integral konvergens, az f fiigg-
vény Laplace transzformaltjanak nevezzik, és F = L{ f }-fel jeloljik. Az f fiiggvény az L{ f}
Laplace-transzformalt generdtorfiiggvénye.

Hasznalatos az £{ f(¢)}(s) jelolés is, amely fleg akkor kényelmes, ha a generatorfiggvény
nincs elnevezve, csak a képletét ismerjiik.
Az L{ f} figgvény (ha létezik) komplex valtozoji komplex értékii fliggvény.

5.3.2. Definicié. Legyen A € R. Azt mondjuk, hogy a [0, co)-n definialt f fiiggvény A-
exponencialisan korlatos, ha létezik M > 0 ugy, hogy minden ¢ > 0 esetén

If ()] < Me™.

Legyen A azoknak a [0, 0o)-n definialt valos vagy komplex értékii fiiggvényeknek a halmaza,
amelyek integralhatok [0, co) minden zart részintervalluman és valamely A € R esetén A-
exponencialisan korlatosak.

Meg lehet mutatni, hogy a A-hoz tartoz6 fiiggvények Laplace transzformaltja jol definialt.
Pontosabban:

5.3.3. Tétel (Egzisztencia tétel). Ha f € A és Res elegendden nagy, akkor az L{f}(s)
Laplace-transzformalt létezik.

5.3.4. Tétel (Unicitas tétel). Legyen f, g € A, és tegyiik fel, hogy
L{f(t)}(s)=L{g(t)}(s), ha Re s elég nagy.
Ha f és g folytonosak a [0, 00)-n, akkor f(t)= g(t) minden t > 0 esetén.

5.4. A Laplace transzformalt tulajdonsagai

A kovetkezo tételek a Laplace-transzformalt fontosabb tulajdonsagait foglaljak ossze.
5.4.1. Tétel (Linearitas). Ha f, g € A ésa, b € C, akkor af +bg € A, és
Llaf +bg}(s)=aLl{f}(s)+DL{g}(s), ha Re s elég nagy.
5.4.2. Tétel (Derivaltak transzformaltjai). Ha f, f' € A, akkor
L{fY(s)=sL{f}(s)— f(0+), ha Re s elegendden nagy,
ahol
F(0+)= lim f(z).

t—0+
Altalanosabban, ha valamely n € N* esetén f, f'..., f(”) e A, akkor
LU () =" LU ) =" F(04) =" 2 F1(04) =+ - = F 7D (0),
ha Re s elég nagy.
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Vezessiik be a kovetkezd fogalmat.

5.4.3. Definicié. Legyenek f és g a [0, 0o)-n definialt komplex fiiggvények. Tegyiik fel, hogy
f és g integralhato a [0, 0o) barmely zart részintervalluman. Barmely 7 € [0, 0o) esetén legyen

)0 = [ F-wglu)du
5.4.4. Tétel (Konvolucids tétel). Ha f, g € A, akkor fxg € A\, és
LA{fxg}(s)=LA{f}(s) -L{g}(s), ha Re s elegendéen nagy.
5.4.5. Tétel (Csillapitasi tétel). Legyen f € A és z € C. Ekkor a
gt)y=ef(t),  1€]0,00),
fliggvény is a \ osztdlyba tartozik, és az L{f} = F jeloléssel
L{e ¥ f(t)} (s)=F(s+z), ha Re s elég nagy.

A kovetkezd tablazat a A osztalyba tartozé néhany elemi fliggvény Laplace transzformaltjat
tartalmazza.

f(1) F(s)=L{f(t)}(s)
1 1
S
n!
t" ol
eat 1
S—da
) b
sin bt m
S
cos bt m
b
art o bt -
e”" sin (s—a)2+b2
s—a
at bt -
e Cos (s—a)2+b2
2b
t sin bt =
(S2+b2)2
52 —b?
t cos bt m

(neN,aésheR)
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A Laplace tanszformalt differencialegyenletekre torténd alkalmazasat teszi lehetdveé a kovet-
kezd tétel.

5.4.6. Tétel. Legyen ay, ..., an—1 € R és g € . Tegyiik fel, hogy x a [0, 00)-en n-szer diffe-
rencialhato valos fiiggvény, tovabba

x (O tau_ i x"D(O+. . tagx () =g (1),  hat > 0.

Ekkor x, x', ..., x™ € A.

5.5. A soros RLC aramkor vizsgalata

Most térjiink vissza a bevezetdben targyalt soros RLC aramkor kapesan felmeriilt

LO"(1)+RQ'(1)+ = Q(1) = E(1),
0(0) = Qo, Q'(0)=1(0)=1I,

kezdetiérték-feladat vizsgélatdhoz.
Az elso egyenlet mindkét oldalanak Laplace transzformaltjat véve kapjuk

LL(0)(5) ~ LsQ(0) ~ LO'(0)+ RsL{Q}(5)~ RQ(0)*+ =L0)(s) = LIEN(s).

Innen
LLO}(s) = P(s)+U(s),
el (Ls+R)Qy+ L1 LIE)s)
_(Ls+ ot Ll _ )
()= Ls?+Rs+¢ ) Ls2+Rs+%

Vegylik €észre, hogy ha ¢ az

LY+ RY (W) + 230 =0, (0)= Qo ¥(O0)=
feladat megoldasa, ¥ pedig az
Ly/(0+RY (0 5y =E(),  ¥(0)=0, ¥(0)=0
feladat megoldésa, akkor
LOONs)=0(s) & L)) =(s).
azaz Q =+,

Most tekintsiik a kezdetiérték-feladat 4 specidlis esetét.
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5.2. 4bra.

1. eset: Tegylik fel, hogy dramkdrben levd elemek ellenallasa 0 (an. LC kor), azaz R =0, és
nincs kiils6 fesziiltség a rendszeren (E(t) = 0), azaz feltdltjikk egy teleppel a kondenzatort,
majd a telepet lekapcsoljuk az aramkorrol :

Ekkor a differencidlegyenlet alakja:
1/ 1
LQ (f)+EQ(f) =0.

Amint azt mar belattuk,
_ L (S QO + I(])
241 7
Ls<+ C

L{Q}(s) =(s)

Vezessik be az
1

VIC

wo =

jelolést. Ekkor
S I() w(

LUONs) = Qo5

[N 52"’0)3’

és ezért

Q(t)=¢(t)= Qqpcos a)ot+ﬁ sin wot.
W

Tehat a rendszer egy wq frekvenciaji szabadrezgést végez. (Az wy szamot a rendszer sajat-
frekvenciajanak nevezziik.)

2. eset: Tegyiik fel, hogy R=0, Qg =0, Iy =0, és E(t) = Eycos wt kiils6 fesziiltség hat a
rendszerre, ahol w # wq, Eg € R. Ekkor

_Ey wo s
Loy s2+a)g s24+w?’

L{Q}(s) =V (s)
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és ezért a konvolucios és unicitas tétel szerint

o) = ¥(1)
Ey (' .
= —— | sin(wo(t—u))coswudu
Lwg
Eo ('/. .
= (sm(a)o(t—u)+a)u)+sm(a)0(t—u)—a)u))du
2La)0 0
I COS wt — CoS a)ot+cos wt — cos wot
2Lwg wy— W wotw
Ey
= ————(coswt —cos wyt
2E . (wo—w)t | (wptw)t
= 5 sin sin )
L(wf—?) 2 2

Ha |wg—w| kicsi, akkor wp+w > |wg—w]|, és igy a megoldés utobbi képletét ugy is tekinthet;jiik,

hogy az egy gyorsan oszcillalé fiiggvény, sin (wozw) amelynek az amplituddja,

2E) . (wo—w)t
sin
L(w3 —w?) 2

lassan oszcillal. Ezt a jelenséget lebegésnek hivjak, amely tehat akkor figyelhetd meg, ha a
kiilsé erd frekvencidja kdzel megegyezik a rendszer sajatfrekvenciajaval. Egy ilyen megoldas
grafikonja lathato a kovetkez6 abran:

IS
n

N

H\ ‘}g“\ :
i “f
H I
i ‘

M ‘ i“m 'U

L=2,C=1/8, Ey=1,wp=2, w=2.1.

N

EN

5.3. abra.

3. eset: Tegyiik fel, hogy R=0, Q¢ =0, Ip =0, és E(t) = E cos wot, azaz a rendszer sajat-
frekvenciajaval megegyez6 frekvencidju kiils6 erd hat a rezgdkorre. Ekkor

Eqy wo s

L{Q)s) =V (s) =

Lawg S2+0)3 s2+a)(2] ’
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és ezért a konvolucios tétel szerint

o) = ¥()
- sin(wo(r —u)) cos wou du
LC()O 0
N 252)0/0 (Sin(wo(t_”)+a)ou)+sin(wo(t—u)—wou))du

Ey .
= t sin wot.
2Lwg

Egy olyan oszcillalé6 megoldast kaptunk, amelynek amplitidoja tart végtelenbe, ha t — oo.
Ezt a jelenséget rezonancianak hivjak.

N £ (=)} oo
n !

-10

L=1,C=1/25,Ey=1,wp=5.

5.4. abra.

4. eset: Tegyik fel, hogy R=0, Qp € R, Iy € R, és E(t) = Eg cos wt kiils6 fesziiltség hat a
rendszerre, ahol w # wg, Eg € R. Ekkor a megoldas az 1. és 2. esetben kiszamitott két fiiggvény
Osszege lesz:

_ IO . Eo
Q(t)= Qo cosa)ot+w— sma)ot+L s (cos wt —cos wot ).
0 (0f — o)
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