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5. Stabilitaselmélet

5.1. Autonédm nemlinearis rendszerek

Legyen f: R x R® — R". Ekkor az altalanos elsérendii explicit nemlinearis differencidlegyenlet-
rendszer alakja

x' = f(t,x).
A t figgetlen véltoz6 az alkalmazdsok nagy részénél az idot jeloli, ezért a differencialegyenletek
elméletében is szokds a t valtozordl, mint idé valtozérdl beszélni. Ha a fenti egyenlet jobb oldala,
azaz az f fliggvény nem fligg a t valtozdtdl, akkor az egyenletet iddfiiggetlen vagy autonom
egyenletnek hivjuk. Egy autoném rendszer altalanos alakja tehat

x' = f(x), (5.1)

ahol f: R" — R", vagy altaldnosabban f: D — R"”, ahol D C R".
Az egész fejezetben feltessziik, hogy az (5.1) egyenletnek minden

x(tg) =z (5.2)

kezdeti értékhez pontosan egy megoldasa létezik. (Ehhez elegendd példaul azt feltenni, hogy f
folytonosan parciélisan differencidlhaté minden valtozo szerint.) Ha azt szeretnénk hangsilyozni,
hogy az (5.1) egyenlet egy megoldédsa az (5.2) kezdeti értékhez tartozik akkor az

x(t;t0,2)

jelolést fogjuk haszndalni. Megoldason mindig nem folytathaté megoldast értiink ebben a fe-
jezetben.
Konnyen megmutathaté a kévetkezd alapveté eredmény.

5.1. Tétel. Legyen a
vi(a,B8) =R, v(t) =x(t; to, 2)

fiiggvény a megolddsa az (5.1)-(5.2) kezdeti érték feladatnak, s € R régzitett. Ekkor a
w: (a—s,0—s)—R", w(t) =v(t+s)

fliggvényre

w(t) = x(t;to — s;2),
azaz az w(t) = v(t + s) az a megolddsa az egyenletnek, amely a to — s kezdeti idépontban a z
kezdeti értéket veszi fel.

Bizonyitas: Egyszerli szamolassal kapjuk
w(t) =V (t+s)=f(v(t+s)) =f(w(t)), te(a—s0B—s),
tovabba w(tg — s) = v(ty) = z. O

Az el6z6 tétel szerint minden megoldés idGeltoltja is megoldésa az egyenletnek (csak ha véges
intervallumon definiédlt, akkor az értelmezési tartomanyuk kiilénb6zé), és barmely ty kezdeti
idopontot vissza lehet tolni az origéba egy megfelel$ 1j eltolt idéskalat alkalmazva. Ezért fel-
tehetl, és az egyszertiség kedvéért fel is tessziik, hogy autoném egyenleteknél a kezdeti idépont
mindig az origéban van megadva. Ekkor a megoldasok mar csak a kezdeti feltételtél fiiggnek,
igy az

x(t;z)
jelolést fogjuk alkalmazni az (5.1) egyenlet ty = 0 kezdeti id6pontbdl és a z kezdeti feltételbdl
inditott, maximalis intervallumon értelmezett egyértelmii megoldasanak jelolésére.

Az (5.1) egyenlet egy x(t) = u konstans megoldésit az (5.1) egyenlet egyensilyi helyzetének
vagy kritikus pontjdnak hivjuk. Egy konstans megoldds derivaltja az azonosan 0 fliggvény, igy
az egyensulyi helyzetek pontosan f az fliggvény gyokei lesznek.
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5.2. Tétel. Egy u konstans vektor akkor és csak akkor egyensilyi helyzete az (5.1) egyenletnek,
ha f(u) = 0.

Egy x(t) = (z1(t),...,2,(t)T, t € I megoldas integrdlgérbéjének nevezzik a

((t,x(1): t e I}

R x R™ térbeli gorbét, azaz a megoldas fiiggvény grafikonjat. Természetesen a koordinatankénti
{(t,x;(t)): t € I} (i = 1,...,n) integrélgorbéket tudjuk geometriailag is abrazolni, n > 2
esetében az integralgérbét nem tudjuk felrajzolni. Azt az R™-beli gérbét, amelynek paraméte-
rezése az x megoldas képlete, azaz az

{x(t): t eI}

R™beli gorbét, a megoldas fdzisgorbéjének vagy trajektoridjanak hivjuk, az R™ teret pedig
fdzissiknak is szokas hivni. Két- illetve haromdimenziés esetben tudjuk a fazisgorbéket tényle-
gesen felrajzolni.

5.3. Példa. Tekintsiik a
V' +v=0

masodrendi homogén linearis skalaris differencidlegyenletet. Tudjuk, hogy ennek &ltalanos
megolddsa v(t) = cjcost + cosint. A skaldris egyenletet rendszer alakra hozhatjuk az x = v,
y=1"és x = (z,y)T valtozdék bevezetésével:

Az egyenlet az
x(0) = (0.5,007, x(0) = (1,007, x(0) = (0,1.5)T, x(0) = (0,2)"

kezdeti feltételbdl inditva oldottuk meg. A megolddsok komponensenénti integrdlgorbéi az 5.1.
és 5.2. Abran lathaték. Példaul az x(0) = (1,0)” kezdeti feltételhez tartozé megoldds x(t) =
(cost, —sint)”. Ennek a fazisgdrbéjének a paraméteres egyenlete tehat

T = cost, y = —sint,

amely egy egységsugaru kor, hiszen

¥yt =1
teljesiil a gorbe mentén. Most szamitsuk ki az x = ¢ cost + cosint és y = —cysint + cocost
altaldnos megoldds esétben is az x2 + y? értékét:

2 +y* = (cicost+cysint)? + (—cysint 4 cycost)?
= c% cos®t + C% sin?t + 2cy¢o costsint + c% sin?t + C% cos’t — 2cycp costsint

2 2
Cl + 02.

Azaz ebben az esetben is a trajektéria egy origd kozéppontd, \/c? + 3 sugard kér. Ldsd
az 5.3. Abrat, ahol a négy fazisgérbével (origd kdzépponti korok) egyiitt az egyenlet irdnymez6jét
is abrazoltuk. Lathatd, hogy a fazisgérbék simulnak az iranymezéhoz.

O



5. Stabilitaselmélet

89

2 2
X0 ] y0 4|
AR VAR I N A M S R
N _dl
N 2|
5.1. Abra. z(t) 5.2. Abra. y(t)

RO RGNS
NN
RRCRRUR -
NN N S =t o

5.3. Abra. fazissik

5.4. Tétel. Egy autoném rendszer kiilonbozé tarjektoridi nem metszik egymdst.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy az (5.1) egyenlet két trajektéridja metszi egymast. Legyen az

egyik gorbe paraméterezése wl)

, a masiké pedig w(®. Ekkor létezik két olyan paraméterérték,

t1 6s ty (az egyes gorbék paraméterezései értelmezési tartoméanyabol), hogy w(l)(t;) = w( (t,).
Definidljuk a v(t) = w® (t + to — t1) fiiggvényt. Az 5.1. Tétel szerint v is megolddsa az (5.1)
egyenletnek, tovabba v(t;) = w® (t; +ty — t1) = w)(¢;). De ekkor, mivel a t; idépontban a
két megoldés értéke azonos, igy a fejezet elején kimondott feltétel szerint a két megoldéds azonos
kell legyen, azaz v(t) = w(!)(t) minden t-re. De ekkor a w(!) és w(?) grafikonjai azonosak, nem

csak egy pontban metszik egymast.

Megmutathaté a kdvetkezo allitas.

5.5. Tétel. Egy autoném rendszer bdrmely tarjektoridja vagy

(a) dnmagdt dat nem metszé gorbe (azaz egyszeri gorbe) vagy

(b) egyszeri; zart gorbe vagy

(¢) egy pont.

O

Egy trajektéria pontosan akkor egy pont, ha az egy egyenstlyi helyzet tarjektéridja, és
egyszeri zart gorbe trajektoéridja pontosan a periodikus megoldasoknak van.

5.6. Tétel. Ha (5.1) egy x megoldasdra a

tlim x(t) =u (vagy tlil_n x(t) = u)

véges hatdrérték létezik, akkor u egyensilyi helyzete az (5.1) egyenletnek.

Bizonyitas: A feltétel szerint

lim x'(t) = lim f(x(t)) =

t—o0 t—o00

f(u).

Hasznaljuk a szokdsos x(t) = (w1(t),..., 2, (t))T és £f(x) = (f1(x),..., fn(x))T jeloléseket.
Legyen 1 < i < n rogzitett, és tegyiik fel, hogy f;(u) > 0. Ekkor legyen 0 < A < f;(u)
tetszéleges. A hatarérték létezése miatt A-hoz létezik olyan T' > 0, hogy x}(t) = fi(x(t)) > A,

hat > T. Ezért
:Ez(t) > l‘Z(T) + A(t — T),

t>T,

ami ellentmond annak, hogy xz;-nek véges hatarértéke van, ha ¢t — oo. Ugyanigy kaphato
ellentmondds akkor is, ha azt tessziik fel, hogy f;(u) < 0. Tehét f;(u) = 0 kell legyen minden
i-re, azaz u egyensulyi helyzet. (A —oo-ben vett hatarérték esete ugyanigy bizonyithaté.) O
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5.2. Stabilitasi fogalmak

Legyen ||-|| az euklideszi norma R™-en. (De barmely mas normat is hasznalhatunk, hiszen, mint
tudjuk, a normék ekvivalensek R™-en.)

Legyen u egy rogzitett egyensilyi helyzete az (5.1) egyenletnek. Az u egyensilyi helyzetet
stabilnak nevezziik, ha barmely ¢ > 0-hoz létezik olyan 6 > 0, hogy ha ||z — u|| < §, akkor
|x(t;z) — u|| < € teljesiil minden ¢ > O-ra. Az u egyensulyi helyzetet instabilnak nevezziik, ha
nem stabil.

Az u egyensilyi helyzetet aszimptotikusan stabilnak nevezziik, ha stabil, tovabba létezik
olyan o > 0, hogy ha ||z — u|| < o, akkor lim; . x(¢;z) = u teljesiil.

Utet ----------2c------------ Ubed -
u+ar U+ot
u l;“ T
U—ef ------mmm e A
:
| t
to 0

5.5. Abra. aszimptotikusan stabil egyensilyi

5.4. Abra. stabil egyenstilyi helyzet helyzet

Egy stabil egyensilyi helyzet tehat olyan, hogy az egyenlet megoldédsai tetszolegesen kozel
maradnak az egyensulyi helyzethez, feltéve, hogy az egyensulyi helyzethez elegendden kozel
inditottuk a rendszert (ldsd az 5.4. Abrat). Az aszimptotikusan stabil egyensilyi helyet kozelébol
inditott megolddsok ezen kiviil még az egyensilyi helyzethez is tartanak (lasd az 5.5. Abrét).

5.7. Példa. Tekintsik az
3

¥=x—2x
els6rendil homogén linedris skalaris differencidlegyenletet. Ennek hdrom egyensilyi helyzete van:
uw=0,16és —1, az u — u® = 0 egyenlet gyokei. Az 5.6. Abréban kirajzoltuk az egyenlet néhany
kezdeti értékhez tartozé megoldasanak integralgdrbéit, valamint az egyenlet egy irdnymezdjét
is. (A vizszintes tengely a t-tengely, a fiiggéleges pedig az x-tengely.) Lathatd, hogy a 0, 1 és —1
kezdeti értékekhez konstans megoldasok tartoznak. Minden az x = 0 és © = 1 egyenesek kozotti
ponton atmend megoldéas érintdjének meredeksége pozitiv, azaz ebben a savban a megoldasok
mind monoton nének. (Megmutathaté az is, ahogy azt az abrabdl latjuk is, hogy minden
megoldas ebben a sdavban 1-hez tart. Az x = 1 egyenes feletti sdvban pedig minden megoldés
monoton csOkkenve tart 1-hez. Az x = 0 és x = —1 egyenes kozotti savban a megoldasok —1-hez
tartanak, x = —1 alatt pedig minden megoldds —1-hez tart. Ebbol kovetkezik, hogy az origd
instabil, hiszen barmely kozel is inditjuk a megoldast 0-hoz, a megoldas vagy 1-hez vagy —1-hez
fog tartani, azaz nem marad az origd kis kérnyezetén beliill. Az 1 és a —1 egyensiilyi helyzetek
pedig aszimptotikusan stabilak.

([l

5.8. Példa. Tekintsiik tjra az 5.3. Példaban vizsgdlt 2 x 2-es rendszert, amelynek trajektoriai
az 5.3. Abran lathaték. A rendszernek egy egyensulyi helyzete van, u = 0. Ez stabil, hiszen
az 5.3. Abrabol lathatd, hogy barmely € > 0 sugari kornyezetét vessziik az origénak, akkor a
0 = € sugari kornyezetén beliil inditott trajektéridk ugyanezen kornyezeten beliil maradnak,
mivel minden trajektoria kor. Az egyensulyi helyzet viszont nem aszimptotikusan stabil, hiszen
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a trajektoridk nem tartanak az origdhoz. A stabilitds az 5.1. és az 5.2. Abrabdl is lathato, hiszen
a megoldds x(t) = c; cost+casint és y(t) = —cy sint + co cost, amelynek amplitidéja /c? + c3,

ami pedig pont
1x(0)]| = [[(z(0), y(O))]| = 1/ F + c3-

Az egyensilyi helyzet stabilitdsahoz hasonléan egy tetszdleges megoldés stabilitasat is definialhatjuk.
Azt mondjuk, hogy az (5.1) egyenlet x(¢; u) megoldédsa stabil, ha béarmely ¢ > 0-hoz 1étezik

olyan 6 > 0, hogy ha ||z — u|| < J, akkor ||x(t;z) — x(t;u)|| < € teljesil minden ¢ > O-ra. Az

x(t; u) megoldést instabilnak nevezzik, ha nem stabil.
Az x(t;u) megoldést aszimptotikusan stabilnak nevezziik, ha stabil, tovdbba létezik olyan

o > 0, hogy ha ||z — u|| < o, akkor lim;_. ||x(t;2) — x(t;u)|| = 0 teljestil.

u+s—+
ult
u-s+

5.7. Abra. stabil megoldés 5.8. Abra. aszimptotikusan stabil megoldéas

Az ebben a szakaszban definialt stabilitdsi fogalmakat Ljapunov-féle stabilitdsnak is szoktdk
nevezni, hogy megkiilonboztessék Oket az irodalomban hasznélt tobb tucat egyéb stabilitasi
fogalomtol.

Ki lehet terjeszteni a Ljapunov-féle stabilitds, instabilitas és aszimptotikus stabilitds defini-
ciéjat nemautoném egyenletekre is, de ezzel itt nem foglalkozunk.
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5.3. Kétdimenziés autoném homogén linearis rendszerek egyenstiilyi helyzetei

Tekintsiik az
x = Ax (5.3)

autoném homogén linedris rendszert, ahol A egy 2 x 2-es invertdlhaté métrix. Ekkor a rend-
szernek az u = 0 az egyetlen egyensilyi helyzete. Linearis algebrabdl ismert, hogy A pontosan
akkor invertalhatd, ha 0 nem sajatértéke A-nak.

Tekintsiink egy T 2 x 2-es invertdlhaté matrixot, és vezessiik be az y = T~ 'x 1j valtozét.

Ekkor
y =T 'x' = T7'Ax = T 'ATy,

azaz y megoldasa az
y' = By (5.4)

homogén linearis egyenletnek, ahol B = T 'AT az A métrixhoz hasonlé matrix. Linedris
algebrabdl ismert, hogy A és B sajatértékei megegyeznek. Ha az y megoldds ismert, akkor
azt az x = Ty képlettel lehet visszatranszformélni. Ez egy invertdlhaté linedris transzformaécio,
amely, mint azt linedris algebrabdl tudjuk, geometriailag origd kozéppontu nyujtasok, forgatasok,
tiikrozés egymds utani alkalmazésat jelenti. A célunk ebben a szakaszban az (5.3) egyenlet
trajektoridinak abrizoldsa, amelyet a fenti szdmolds szerint az (5.4), egyszeriibb alakra hozott
egyenlet trajektoridinak visszatranszformalasabol kapunk majd meg.
Teljestil a kovetkez6 tétel.

5.9. Tétel. Legyen A egy 2 x 2-es invertdlhato mdtriz. Ekkor A hasonlé a kovetkezé madtrizok
valamelyikéhez:

1. B= ( )(\)1 )(\)2 >, ahol A1 €s Ao az A mdtriz (nem feltétlendil kilonbiézd) valds sajdatértéket,

€s ha A\ = Ag, akkor A1 geometriai multiplicitasa 2.

2. B= ( )(\)1 /\11 >, ahol A1 € R kétszeres algebrai multiplicitdsd sajatértéke A-nak, amelynek

geometriai multiplicitdsa 1.

2. B=( 9 b ), ahol A sajatértékei A = o+ if.

Legyen A1 és Ao az A két sajatértéke. Hat esetet kiilonboztetiink meg.
1. eset: A\ # )y azonos elGjelii valés sajatértékei A-nak.

Ekkor az 5.9. Tétel szerint az A méatrix hasonlé a
(X 0
B = ( 0 A )
métrixhoz. A megfelel6 (5.4) egyenletet koordindtéanként kiirva kapjuk, hogy

y1 = i
Ys = Aoy,
amely egymastdl fiiggetlen két egyenletre redukalédik, és amelynek megoldasa
Y1 = creMt és Yo = coe?t, (5.5)

Ha ¢; = 0 és co = 0, akkor az egy pontbdl, az origobdl allé specidlis trajektoriat kapjuk.
Ha ¢; = 0, de c2 # 0, akkor az (5.5) egyenlet az yo-tengely pozitiv ill. negativ féltengelyének
paraméteres eldallitasa, attdl fiiggden, hogy co > 0 vagy co < 0. Hasonldan, ha cy = 0, de ¢; # 0,
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akkor az yi-tengely két féltengelye kozil az egyiket kapjuk vissza az (5.5) paraméterezéssel.
Ha sem ¢; sem ¢z nem 0, akkor pedig (5.5) egy pozitiv kitevis hatvanyfiiggvény paraméteres
el6éllitasa, hiszen ekkor

A
y2 = kyi, ahol k = C—i, =2

3 s = )\—1 (56)

Az ilyen gorbék gafikonja az 5.9. ill. az 5.10. Abran lathaték. Ha s > 1, akkor a gorbék az
y1-tengelyhez simulnak (az dbrédkon ez az eset lathatd), ha pedig 0 < s < 1, akkor pedig
az yo-tengelyhez. Az (5.5) paraméterezés meghataroz egy irdnyitast a gorbéken. Konnyen
ellendrizhetd, hogy ha A1 > 0 és Ay > 0, akkor minden gorbe iranyitdsa olyan, hogy ahogy az
idé, azaz t novekszik, a pont a gérbe mentén az origétdl eltavolodik (lasd az 5.9. Abrat), ha
pedig A1 < 0 és \y < 0, akkor a mozgds sordn a pont az origé fele tart (14sd az 5.10. Abrét).
Ezért a Ay > 0, Ay > 0 esetben az origd instabil, a A\; < 0 és Ay < 0 esetben pedig az origd
aszimptotikusan stabil.

NI N
/1 /]

0 0

5.9. Abra. A} > 0és Ay > 0 5.10. Abra. A\ < 0és Ay <0

=)

o

Az (5.3) egyenlet megolddsainak trajektériai ekkor az 5.11. és 5.12. Abran 14thaté médon
néznek ki. Az y;- és ys-tengelyek a T transzformacié soran a E(l) és 5(2) vektorokon és az origdn
atmeno egyenesekbe keriilnek, és a tobbi gorbe is deformdlddik a linedris transzformaécio soran,
de megtartjak azt a tulajdonsagot, hogy a 5(1)-hez vagy 5(2)-héz tartozo egyenest érintik, és azt
is, hogy A1 > 0, A2 > 0 esetben az origd instabil, a Ay < 0 és Ay < 0 esetben pedig az origd
aszimptotikusan stabil. Olyan egyensilyi helyzetet, amelynek trajektéiai az 5.11. Abran lathaté
alaktak, instabil csomdpontnak, az 5.12. Abra esetén pedig aszimptotikusan stabil csomdpontnak
nevezzik.

@ @

E(Z) E(Z)

0 0

5.11. Abra. instabil csomopont 5.12. Abra. aszimptotikusan stabil csomdépont

2. eset: A\ = A9 azonos elgjelii valds sajatértékei A-nak, amelynek geometriai multi-
plicitasa 2.

Az (5.4) egyenlet megoldasédnak képlete ebben az esetben is (5.5), de most ez a paraméterezés
nem csak a ¢y = 0 vagy co = 0 esetben definidl egyenest, hanem a ¢; # 0 és ¢y # 0 esetben is,
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hiszen most
C2

Y2 = —Y1-
C1

Ezért minden (nem azonosan nulla) megoldds trajektéridja az origébdl indulé félegyenes. De
ekkor ezeknek a T linedris transzformaciéval vett képe is origébdl induld félegyenes lesz (lasd
az 5.13. és 5.14. Abrékat). Ebben az esetben is csomdpontnak nevezzik az egyensulyi helyzetet,
amely instabil, ha A; > 0, ill. aszimptotikusan stabil, ha A\; < 0. Ebben az esetben a sajatvek-
toroknak nincs kitiintetett szerepiik az dbrdban (minden vektor egyébként sajatvektor).

0 0

5.13. Abra. instabil csomopont 5.14. Abra. aszimptotikusan stabil csomépont

3. eset: \; = A\ valds sajatértékei A-nak, amelynek geometriai multiplicitasa 1.
Ekkor konnyen ellendrizheté, hogy az (5.4) egyenlet megoldésa

At A1t At
y1 = cre™'" + cate™’, Y2 = cge”,

= (2) ()]

Ez co = 0-ra és c¢; # O-ra az y;-tengely valamelyik féltengelyét allitja el6. Egyébként y a

v =(g) (%)

-szorosa. A v(t) vektor grafikonja egy az yi-tengellyel parhuzamos egyenes. (Az 5.15.

azaz vektorialis alakban

vektor eM?

Abrén a (c1,¢2) ponton atmend vizszintes egyenes.) Ezért minden origébdl indulé félegyenes egy
pontban metszi a trajektériat. Ellenorizhetd, hogy az y megoldas trajektoridja az 5.15. Abran
lathaté gorbe lesz, amely érinti az y;-tengelyt az origéban.

Az (5.3) egyenlet trajektoéridit az (5.4) egyenlet trajektéridinak linedris deformécidjdval
kapjuk, ahol az y;-tengely képe a E(l) vektoron atmend egyenes lesz. Az egyenstlyi helyzetet
elfajult csomdpontnak hivjuk. Ez lehet instabil, ha Ay > 0, illetve aszimptotikusan stabil, ha
A1 < 0.

4. eset: A\ # Ay ellentétes elGjelii valds sajatértékei A-nak.

Az (5.4) egyenlet megolddsanak képlete most is (5.5), igy most is van két egyenes, pontosab-
ban négy félegyenes a trajektoridk kozott (a ¢; = 0 vagy co = 0 esetén). A tobbi trajektéria
egyenlete most is (5.6), de ebben az esetben s < 0, ezért a trajektéridk alakja ,hiperbolaszerii”,
ahogy az az 5.20. Abrén 1athaté. A pozitiv sajatértékhez tartozd egyenes irdanyitdsa az origébdl
kifelé, a negativ sajatértékhez tartozo egyenesen pedig az origd felé mutat, a tobbi trajektoria
pedig illeszkedik ezekhez az irdnyokhoz.

Az (5.3) egyenlet trajektoridit a T linedris leképezést az 5.20. Abréra alkalmazva kapjuk. Az
y1- és yo-tengelyek ismét a E(l) ill. & (2) sajatvektorokon dtmend egyenesekbe transzformalédnak,
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v, /
(c,c,) /
//y1

T
)

-

Y1

/

0

5.15. Abra.

@
=

0

5.16. Abra. A\ = Ay > 0

;
=

0

5.17. Abra. A\j = Ay < 0

><2
o

v
/

/ o

0 ’
5.19. Abra.
csomépont

5.18. Abra. instabil elfajult csomépont aszimptotikusan stabil elfajult

és a gorbék pedig ennek megfeleléen deformalédnak. A pozitiv sajatértékhez tartozé egye-
nest, azaz a sajatérték sajatalterét instabil altérnek, a negativ sajatérték sajatalterét pedig
stabil altérnek nevezzik. Lathatd, hogy minden gorbe trajektoria az idé novekedésévek a stabil
altérhez, illetve t — —oo esetén az instabil altérhez konvergdl. Ebben az esetben az egyenstlyi
helyzetet nyeregpontnak hivjuk. Egy nyeregpont mindig instabil egyenstlyi helyzet, hiszen az
origd barmely kornyezetébdl vett pontbdl indulé megolddsok — a stabil altéren elhelyezked6
pontok és az origd kivételével — tetszoleges tavol keriilnek az origétdl.

y. 2
g
0

0 0

5.20. Abra. Ay > 0> o

%

5.21. Abra. nyeregpont, instabil
5. eset: A\ 2 =a+if (o # 0) komplex sajatértékei A-nak.

Ekkor az 5.9. Tétel szerint az (5.4) egyenlet alakja

ayr + By2
—By1 + ays.

v =
Yy =
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Az (y1,y2) pontnak tekintsiik a polar koordinatéit, (r,#)-t. Ekkor
o="22
n

Az elsé egyenlet mindkét oldalat differencidlva és az (5.7) Osszefliggéseket felhasznédlva kapjuk

r? =y} +y3 és tg

2rr' = 2y19) + 2u215 = 2y1(ayr + By2) + 2u2(—By1 + ays) = 2a(yi +13) = 2ar?,
azaz a mozgds soran v’ = ar teljesiil, ezért

r=cre®.

A pont tavolsiaga az origdtdl a mozgas soran exponencialisan novekszik, ha a > 0, és expo-
nencialisan csokkenve 0-hoz tart, ha a < 0.

A 0-ra vonatkozé egyenletet differencidlva hasonlé mdédon kapjuk, hogy
L o _ Yy — vy
cos2 6 y3
(—=By1 + ay2)yr — (ay1 + By2)y2
2
Y1

i+ 95
-8 5
Y1
= _ﬂ_Qa

Y1

amibdl
9/ = _ﬁv
és ezért
0 = —06t+ 0.

A morzgds sordn ezért a pont a trajektorian egyenletes sebességgel forog az origé koril. Ebbdl
kovetkezik, hogy a trajektoridk alakja spiral gorbe, lasd az 5.22. és 5.23. Abrat.

)
D)

o

((/ (2

o
o

5.22. Abra. A\=a+if, a >0 5.23. Abra. A= a +if, a <0

A T linedris transzformdciét alkalmazva a gorbékre az 5.24. és 5.25. Abran lathaté gorbéket
kapjuk. Az egyenstlyi helyet neve ebben az esetben fokusz, amely lehet instabil, ha a > 0,

illetve aszimptotikusan stabil, ha a < 0.
6. eset: \| o = i komplex sajatértékei A-nak.

Az el6z0 pontban vett r és 6 képletének levezetése az v = 0 esetre ugyanugy érvényes, igy
kapjuk, hogy az (5.4) egyenlet trajektoriai origé kozéppontu korok (5.26. Abra).

Linedris transzformécié a koroket ellipszisbe visz at, ahogy azt az 5.27. Abran lathatjuk. Az
egyensulyi helyzet neve centrum. Egy centrum mindig stabil, de nem aszimptotikusan stabil.
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o

a),

3
4

M/

o
o

5.24. Abra. instabil fékusz 5.25. Abra. aszimptotikusan stabil fokusz

2

0

7

=)

=/

N\
|
£

& *ﬁ
\/
T
\_/
¥_
\

0 0
5.26. Abra. \ = +i0 5.27. Abra. centrum, stabil
5.4. Linearis rendszerek stabilitasa
Tekintstk az
x = A(t)x (5.8)

homogén linedris egyenletet. Az egyenletnek u = 0 egyensilyi helyzete (azaz az azonosan 0
fiiggvény megolddsa az egyenletnek), és ha feltessziik, hogy az A(t) mdtrix minden ¢-re in-
vertalhatd, akkor az egyenletnek nincs is tobb egyensilyi helyzete.

5.10. Tétel. Az (5.8) egyenlet u = 0 egyensilyi helyzete

(a) akkor és csak akkor stabil, ha az (5.8) egyenlet minden megolddsa korldtos;

(b) akkor és csak akkor aszimptotikusan stabil, ha az (5.8) egyenlet minden x megolddsdra

lim x(¢) = 0.

t—o0

Tekintsiik most az (5.8) specidlis esetét, tegyiik fel, hogy az egyiitthaté konstans matrix,
azaz tekintsiik az

x = Ax (5.9)

egyenletet. Ebben az esetben az u = 0 egyensilyi helyzet stabilitdsat az egytitthatématrix
sajatértékei meghatarozzik.

5.11. Tétel. Legyen A1,...,\, aznxn-es A mdtriz sajatértékei. Ekkor az (5.9) egyenletu =0
egyensulyi helyzete
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(a) akkor és csak akkor stabil, ha
Re/\igo, ’iZl,...,TL,

és ha valamely sajatértékre Re \; = 0, akkor \; geometriai multiplicitdsa megegyezik az
algebrai multiplicitdsdval;

(b) akkor és csak akkor aszimptotikusan stabil, ha
Re \; <0, 1=1,...,n.

Néhény specidlis esetben az egytitthatok ismeretében (a sajatértékek kiszamitdsa nélkiil)
eldonthet6 a rendszer aszimptotikus stabilitasa.

5.12. Tétel. Legyen A = (ai;) n x n-es mdtriz, amelyre
a; <0, 1=1,...,n.

Ekkor ha az A mdtrixz soronként diagondlisan domindns, azaz

n

lagi| > Z laijl, i=1,...,n,
=1
JF#i

vagy ha A oszloponként diagondlisan domindns, azaz

n
|ay;| > Z\aij!, j=1...,n,
i=1

i)

akkor az (5.9) egyenlet u = 0 egyensulyi helyzete aszimptotikusan stabil.

5.5. Nemlinearis rendszerek egyensiilyi helyzetének stabilitasa

Tekintsiik az
x = Ax + g(x), (5.10)

u.n. kvdzilinedris egyenletet, ahol feltessziik, hogy g(0) = 0 és

gl

x—0 x|

(5.11)

Az elsé feltételbdl kovetkezik, hogy u = 0 egyenstlyi helyzete az (5.10) egyenletnek. A mésodik
feltétel azt jelenti, hogy a g fiiggvény mar csak linearisnal nagyobb rendi tagokat tartalmaz.
Az (5.10) egyenletben a nemlinedris tagokat, azaz a g fliggvényt elhagyva kapjuk az egyenlet
a.n. linearizdlt egyenletét:
x' = Ax. (5.12)

A kovetkez6 tétel szerint az (5.10) egyenlet u = 0 egyensilyi helyzetének aszimptotikus sta-
bilitasara illetve instabilitasara kovetkeztetni tudunk az linearizalt egyenlet u = 0 egyensulyi
helyzetének stabilitasi tulajdonsagabdl.
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5.13. Tétel. Ha az (5.12) linearizdlt egyenlet u = 0 egyensulyi helyzete aszimptotikusan stabil,
akkor az (5.10) egyenlet u = 0 egyensilyi helyzete is aszimptotikusan stabil.

Ha az (5.12) linearizdlt egyenlet u = 0 egyensilyi helyzete instabil, akkor az (5.10) egyenlet
u = 0 egyensulyt helyzete is instabil.

Ha az (5.12) linearizalt egyenlet u = 0 egyenstilyi helyzete stabil, akkor ebbél nem tudunk
kovetkeztetni az (5.10) egyenlet u = 0 egyensilyi helyzete stabilitdsi tulajdonsigara: a nem-
linedris egyenlet egyensilyi helyzete lehet aszimptotikusan stabil, instabil vagy stabil is.

Kétdimenzids esetben a linearizalt egyenlet trajektoridinak alakjat fel tudjuk rajzolni. Meg-
mutathatd, hogy a nemlinedris egyenlet trajektéridi az egyensilyi helyzet kis kornyezetében a
linedris egyenlet trajektoridinak (nemlinedris) deformécidjaval kaphatok meg. fgy az abrak ha-
sonlitanak a linedaris egyenlet trajektoridira, csak pl. a csomdépontok esetében a két egyenes is
gorbe trajektoridkba deformalédik.

5.14. Példa. Hatarozzuk meg az
"= z4y—2zy
y = dz+y+ a2’

egyenlet (0,0) egyenstilyi helyzetének stabilitasat!
Az egyenletben szereplé nemlinedris tagok

g(a,y) = ( v >

Erre teljesiil az (5.11) feltétel, hiszen x = r cos 6, y = rsin @ polar koordindtdkra attérve

ol L (2 et
2 = 1 2.2
x—0 x| (xy)—(0,0) T2 +y
4r cos? 0sin? 0 + r cos? 6
= lim
r—0 7"2
= lin% %(4 cos? fsin? 6 + cos* §) = 0.
r—

A megfelel6 linearizalt egyenlet

r+y
y = 4dx+v.

11
4 1
egyutthatomatrix sajatértékei 3 és —1, igy a linearizadlt egyenlet egyensilyi helyzete egy nyereg-

pont, amely instabil egyenstlyi helyzet. Ebbol kovetkezik, hogy a nemlinedris egyenlet (0,0)
egyensulyi helyzete is instabil. O

Az

Tekintsiik most az altaldnos
x' = f(x) (5.13)

nemlinedris egyenletet, ahol legyen u az egyenlet egy tetszOlegesen rogzitett trajektoridja. Azt
vizsgaljuk, hogy az egyensulyi helyzet kozelébdl inditott x megoldasokra az x — u kiilonbség
hogyan valtozik a mozgds soran. Vezessiik be ezért az

y=x-—-u
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4j valtozét. Ekkor, hasznilva hogy u konstans vektor, y teljesiti az
y =x'=f(x) =f(y +u)

differencidlegyenletet. Vegylik az f fiiggvény linedris Taylor-kozelitését u kortil, ahol a hibatagot
jelolje g:

f(y +u) = £(u) + f'(w)y +g(y)
Itt £ az f fiiggvény Jacobi-matrixat jeloli, azaz azt az n x n-es matrixot, amelyben az i-edik sor

j-edik eleme az f i-edik komponensfiiggvényének a j-edik valtozd szerinti parcidlis derivaltja.
Mivel u egyensilyi helyzet, ezért f(u) = 0, igy az

/

y = f'(wy +g(y)

egyenletet kapjuk. Ez kvazilinearis egyenlet, ezért az 5.13. Tételt alkalmazva kapjuk a kovetkezo
eredményt.

5.15. Tétel. Legyen u eqy egyensilyi helyzete az (5.13) egyenletnek. Ekkor ha az

/

y' =f'(u)y

linearizdlt egyenlet O egyensilyi helyzete aszimptotikusan stabilis, akkor az (5.13) egyenlet u
egyensulyi helyzete is az, illetve ha a linearizdlt egyenlet egyensulyi helyzete instabil, akkor a
nemlinedris egyenlet egyensulyi helyzete is az.

5.16. Példa. Hatarozzuk meg az

¥ = x(3-2z—1y)
/

Yy = y2-z-y)

egyenlet egyensulyi helyzeteit és azok stabilitasat!
Az egyensulyi helyzeteket az

z3—-2x—y) = 0
y2-z—y) = 0

algebrai egyenletrendszer megoldasai adjak. Négy esetet kiilonboztetiink meg;:
1. 2=06és y =0, azaz (0,0) az egyik egyensulyi helyzet.
2. £ =06s 2— 2 —y=0. Ennek megoldésa (0, 2).
3. 3—2z —y =0 és y=0. Ehhez tartoz6 egyensulyi helyzet (1.5,0).
4. 3 —2x —yés 2 —x —y = 0. Ennek megoldédsa (1,1).
Az egyenlet jobb oldalat leiré fiiggvény

3z —22%— =z
f(l‘,y):< 2y—a:y—y2y>’

és ennek Jacobi-méatrixa
/ (3 —4dx—y —x
f(x’y)_< —y 2—&3—2y>'

Nézziik az egyes egyensilyi helyzeteket.
1. (0,0). Ebben a pontban

ro.0=(5 9).
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amelynek sajatértékei a féaltéban &ll6 szamok, 3 és 2, hiszen a matrix diagondlis. Ezért a
linearizalt egyenlet egyenstlyi helyzete egy instabil csomépont, és igy a nemlinedris egyenlet
(0,0) egyenstilyi helyzete is instabil.

2. (0,2). Ebben a pontban

1 0
f/(072) = < -2 -9 )7
amelynek sajatértékei a foaltéban allé szamok, 1 és —2, hiszen a matrix alsé haromszog matrix.
Ezért a linearizdlt egyenlet egyenstlyi helyzete egy instabil nyeregpont, és igy a nemlinearis
egyenlet (0,2) egyenstlyi helyzete is instabil.
3. (1.5,0). Ebben a pontban

r50=( "0 02 ),

amelynek sajatértékei a f6altoban allé szamok, —3 és 0.5, hiszen a matrix fels6 haromszog matrix.
Ezért a linearizdlt egyenlet egyenstlyi helyzete egy instabil nyeregpont, és igy a nemlinearis
egyenlet (1.5,0) egyenstlyi helyzete is instabil.
4. (1,1). Ebben a pontban
ran=( 7 71).

amelynek sajatértékei, Ao = _3?/5. Ezért a linearizalt egyenlet egyensilyi helyzete aszimp-
totikusan stabil csomdpont, és igy a nemlinedris egyenlet (1,1) egyensilyi helyzete is aszimp-
totikusan stabil.

Az 5.28. Abréban lathaték a nemlinedris rendszer trajektéridi. Léathaté, hogy az egyes
egyensulyi helyzetek kis kornyezetében a megoldasok trajektéridinak alakjai hasonlitanak a li-

nearizalt egyenlet trajektoridira. O

N

=

e
‘\

0 1 15

5.28. Abra. nemlinedris rendszer trajektériai

5.6. Ljapunov-fiiggvények

Legyen U C R™ nyilt halmaz, amelyre 0 € U. Egy V: U — R fliggvényt pozitiv (negativ)
definitnek neveziink, ha

V(0)=0 és V(x)>0 (V(x)<0) x#0, xeU.
AV figgvényt pozitiv (negativ) szemidefinitnek nevezzik, ha

V(0)=0 és V(x)>0 (V(x)<0) x#0, xeU.
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Nyilvdn V' pontosan akkor negativ (szemi)definit, ha —V pozitiv (szemi)definit. Az alkalmaza-
sokban sokszor V értelmezési tartomanya U = R".

5.17. Példa. Legyen
V(z,y) = az® + bry + cy?

kétvéltozds kvadratikus fiiggvény. Feltessziik, hogy a # 0. Alakitsuk V-t teljes négyzetté:

Vi) =a(s s fon) et =a((+ ) - giav?) + et =aos )+ M
Ebbadl lathatd, hogy ha
a>0 és 4ac—b220,
akkor V pozitiv szemidefinit. Ha pedig
a <0 és dac —b* >0,
akkor pedig V' negativ szemidefinit.
V' pontosan akkor lesz pozitiv definit, ha
a>0 és 4ac—bz>0,
hiszen ha V' (z,y) = 0, akkor ebbdl kovetkezik, hogy
a<$+2—bay>2:0 és #gﬁz&
amibdl kovetkezik, hogy y = 0 és igy = = 0.
Hasonléan, V pontosan akkor negativ definit, ha
a<0 és 4ac —b* > 0.
O

Az n-dimenziés esetre a kvadratikus fiiggvény altalanos alakja

n o n
V. RnHR, V(l‘l,...,ZEn):ZZaijJEiiﬂj.
i=1 j=1

Ezt vektoridlisan a

alakban irhatjuk fel, ahol
x=(z1,...,2,)7, A = (a;5).

Megmutathaté a kévetkezo tétel.

5.18. Tétel (Sylvester). A V(x) = xT Ax kvadratikus fiigguény akkor és csak akkor pozitiv
definit, ha minden féminora pozitiv, azaz

az1 22

ail a2 aiz - Qi
a1 aiz a13 a1 G2 Q23 -+ A2p
ajl a
an >0, ( o ase ‘>0, az axp axp | >0, ..., |%1 @432 433 azn | < .

a31 asz as3 . . . .
Gpl Aanp2 Gp3 - dpp
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Tekintsiik Gjra az
x = f(x) (5.14)

nemlinedris egyenletet, ahol feltessziik, hogy £(0) = 0, azaz legyen u = 0 az egyenlet egyensilyi
helyzete. Ennek stabilitasi tulajdonsagait fogjuk vizsgalni.

Az f fiiggvény komponensfiiggvényeit jeldlje f(x) = (f1(x),..., fn(x))T. Legyen V: R* — R
folytonosan parcidlisan differencidlhatd. Szamitsuk ki a V' (x(t)) Osszetett fiiggvény derivéltjat,
ahol x(t) = (z1(t),...,2,(t))T az (5.14) egyenlet megoldésa:

THD) = )0+ + o x(0)(0)
ov ov

— 9 x(t 1) 4 (x () £ (x(1)).
S KOV Fi(x(0) + -+ S (x(0) (1)
Ez a képlet motivélja az aldbbi definiciét. Az f fliggvény (5.14) egyenletre vonatkozé derivéltjat

a
v ov

V(x) = 9, )+ 5 (0 fu(x)

képlettel definidljuk. Ha a V(x) fiiggvényrdl tudjuk, hogy negativ definit, akkor barmely x(t)
megolddsra a V(x(t)) Osszetett fiiggvényrdl tudjuk, hogy szigortian monoton csékkend lesz. Ha
emellett azt is beldtjuk, hogy V(x(t)) — 0, ha t — oo, akkor ebbdl x(¢) — 0 is kovetkezik. Ez
az elve a kovetkezo tétel bizonyitasanak, de a részletektol eltekintiink.

5.19. Tétel (Ljapunov). Tegyik fel, hogy £(0) = 0, U C R™ nyilt halmaz, 0 € U. Legyen
V: U — R folytonosan parcidlisan differencidlhato.

(a) Ha'V pozitiv definit és V negativ szemidefinit, akkor az (5.14) egyenlet O egyensilyi helyzete
stabil.

(b) Ha V pozitiv definit és V negativ definit, akkor a O egyensilyi helyzet aszimptotikusan
stabil.

(¢c) Ha O bdrmely kérnyezetében létezik olyan x, hogy V(x) > 0, és V pozitiv definit, akkor a
0 egyensulyi helyzet instabil.

Egy olyan V fiiggvényt, amely pozitiv definit és amelynek az (5.14) egyenletre vonatkozé 1%
derivaltja negativ szemidefinit, Ljapunov-fiiggvénynek neveziink.

5.20. Példa. V(x,y) = ax?® + by? alaki Ljapunov-fiiggvény megadésdval igazoljuk, hogy az

¥ = —a:3—2xy

y = 222 — 6y
egyenletrendszer (0,0) megoldasa aszimptotikusan stabil!

Olyan Ljapunov-fliggvényt keresiink, amelyre a > 0 és b > 0 (azaz V pozitiv definit), és
amelyre V' negativ definit. Szamitsuk ki

V(z,y) = 2ax(—x> — 2xy) + 2by(22? — 6y) = —2ax* + (4b — 4a)2’y — 12by>.
Lathato, hogy ha a = b, példdul a = b = 1, akkor az 2%y-os tag kiesik, és igy
V(z,y) = -2z —12°

negativ definit lesz. Ezért az 5.19. Tételbdl kovetkezik az allitas.

Megjegyezziik, hogy erre az egyenletre a linearizacié mdédszere nem miikodik, hiszen az egyen-
let linearizdcidja 2’ = 0 és ' = 0, ami csak stabil egyensilyi helyzettel rendelkezik, {gy az 5.15.
Tétel nem alkalmazhato. O
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5.21. Példa. V(x,y) = ax?® + by? alaki Ljapunov-fiiggvény megadésdval igazoljuk, hogy az

= —:L"+5y2
y = —3xy
egyenletrendszer (0,0) megoldasa stabil!

Olyan Ljapunov-fiiggvényt keresiink, amelyre a > 0 és b > 0, és amelyre V negativ szemide-
finit. Tekintsiik

V(x,y) = 2az(—x + 5y2) + 2by(—3zy) = —2ax? + (10a — 6b)xy>.

Lathatd, hogy ha az z2y-os tag nem esik ki, akkor ez elSjelet vélthat, azaz V nem biztos, hogy
szemidefinit. Ugy vdlasztjuk meg tehat a paramétereket, hogy 10a — 6b = 0 teljesiiljon. Ilyen
példdul @ = 3 és b = 5. Erre V(z,y) = —622, ami csak negativ szemidefinit, hiszen V(0,%) = 0
minden y-ra. O

5.7. Skalaris linearis egyenletek stabilitasa

Tekintsiik az
any™ + an_1y" " 4+ ary +agy =0 (5.15)

konstans egyiitthatés n-edrendii skalaris linearis homogén differencidlegyenletet és az
y(0) =21, Yy (O) =z, ..., y"0) =z,

kezdeti feltételt. Az (5.15) skalaris egyenlet y = u konstans megoldasait az egyenlet egyensilyi
helyzetének nevezzik.
Ahogy ezt az 1.8. szakaszban lattuk, az (5.15) skaldris egyenlet ekvivalens egy

x = Ax (5.16)
homogén linedris rendszerrel, ahol
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
A= .
0 0 0 0 1
_% _a _a _ @ , , _9-1
és
x(t) = (y(@), 9/ (), -,y (@) (5.17)

A stabilitas, instabilitas és aszimptotikus stabilitds fogalmat értelemszeriien megfogalmaz-
hatjuk a skaldris magasabbrendii linedris egyenletek esetére is. Az (5.15) egyenlet y = 0
egyensilyi helyzetének az (5.16) egyenlet x = 0 egyensilyi helyzete felel meg. Azt mond-
juk, hogy az (5.15) egyenlet y = 0 egyensilyi helyzete stabil, ha az (5.16) egyenlet x = 0
egyensilyi helyzete stabil, azaz barmely £ > 0-hoz 1étezik olyan ¢ > 0, hogy ha ||z|| < §, akkor
(y(t;2),...,y" D (t;2))7|| < & minden t > O-ra. Ha példdul az euklideszi normét hasznaljuk,
akkor specidlisan teljesiil az is, hogy |y(¢;z)| < € minden ¢ > 0O-ra. Hasonléan definidlhatjuk az
aszimptotikus stabilitds és instabilitds fogalmét az (5.15) egyenletre. Természetesen nemlinedris
skalaris n-edrendii egyenletekre is értelmezheték a stabilitdsi fogalmak.
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Legyen \ az (5.15) skaléris egyenlet karakterisztikus gyoke, azaz a
P(A) = apA" + @ A" 4+ ad + ag (5.18)

karakterisztikus polinom gyoke. Lattuk, hogy ez azzal ekvivalens, hogy az (5.15) egyenletnek
y(t) = eM megolddsa. De ekkor az (5.17) helyettesitést hasznélva kapjuk, hogy x(t) = e*¢
megoldésa az (5.16) egyenletnek, ahol & = (1, A,..., A" DT és X sajatértéke az A matrixnak.
Forditva, ha rogzitjiik az A métrix egy A sajatértékét, akkor legyen € = (&1,...,&,) egy a A-hoz
tartozé sajatvektor, és ekkor x(t) = eM§ megolddsa az (5.16) egyenletnek. De ekkor y(t) =
eMé megoldasa lesz az (5.15) egyenletnek, azaz A gyke az (5.15) karakterisztikus polinomnak.
Megjegyezziik, hogy direkt mdédon is megmutathatd, hogy det(A — AI) = p(A). Kapjuk tehat,
hogy A sajatartékei egybeesnek p gyokeivel, igy az 5.11. Tételt erre az esetre megfogalmazva
kovetkezik az alabbi eredmény:

5.22. Tétel. Legyen A1,...,\, az (5.18) képlettel definidlt p karakterisztikus polinom gyokes.
Ekkor az (5.15) egyenlet y = 0 egyensilyi helyzete
(a) akkor és csak akkor stabil, ha ReA; <0, i=1,...,n,
(b) akkor és csak akkor aszimptotikusan stabil, ha Re\; <0, i=1,...,n.
Az (5.18) alaki p polinomot stabil polinomnak nevezziik, ha minden gydkének valds része
negativ.
A kovetkez6 tétel sziikséges feltételt ad a stabilitasra.
5.23. Tétel. Ha az (5.18) alaki p polinom stabil, akkor

@>O, ﬂ>0, . In-l - . (5.19)
an an an

A kovetkez6 tétel sziikséges és elegendd feltételt ad egy p polinom stabilitdsara.

5.24. Tétel (Routh—Hurwitz-kritérium). Legyen p az (5.18) képlettel definidlt, és legyen

al aop 0 0

az ag a1 ao
as a4 a3z a9
a7 QA a5 Qa4

OO OO
[es}enNenNan)
[es}enNenRan)

B =
0 0 0 0 U2 -3 G4
O 0 0 0 - a, Gp-1 ap_9
0 0 0 O 0 an nxn
a polinom Routh—Hurwitz-mdtriza, amelynek definicidja
agi—j, ha 0 <2t —j5<mn, o
bij = L i,7=1,...,n.
0 egqyébként,

Ekkor a p polinom akkor és csak akkor stabil, ha (5.19) teljesil és a B mdtriz pozitiv definit.

A B matrixot pozitiv definitnek nevezziik, ha a hozza tartozé xT Bx kvadratikus fiiggvény
pozitiv definit. Megjegyezziik, hogy erre a Sylvester-tétel ad sziikséges és elégséges feltételt.
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5.25. Példa. Tekintsiik a
p(A) = 4X5 + 120% + 2503 + 3002 + A+ 1

polinomot. Mutassuk meg, hogy p minden gytke negativ valés részili, azaz p stabil polinom!
Ehhez irjuk fel a Routh—-Hurwitz-métrixot:

ar ag 0 0 O 1 1 0 0 0
as az a1 Qg 0 25 30 1 1 0
B = as a4 a3 a2 a1 = 4 12 25 30 1
0 0 as; a4 asg 0 0 4 12 25
0 0 0 0 as 0O 0 0O 0 4
Ennek fominorai rendre
1 1 0 0
1 1 0
1 1 25 30 1 1
1, (25 30 (:5, 25 30 L=17 |7 Yy g5 g | =830
0 0 4 12
és
1 1 0 0 O
2530 1 1 O
4 12 25 30 1 | =3344,
0 0 4 12 25
0O 0 0 0 4
azaz a Routh-Hurwitz-kritérium feltételei teljestilnek, ezért a polinom stabil. O

5.8. Alkalmazasok

5.26. Példa. (ingamozgds surlédé kozegben) Tekintsiik a 2.34. Példdban levezetett ing-
amozgast leiré egyenletet:
0"+ L0+ Lsing = 0. (5.20)
m L

Feltessziik, hogy v > 0, azaz olyan kozegben torténik a mozgas, ahol surlédas hat az ingara. Az
x1 = 0, 1o = 0’ helyettesitéssel kapjuk az

1'/1 = I
/ g . i
Ty = —=sinzx; ——x
2 i3 1 m 2
egyenletrendszert. Ennek egyenstlyi helyzetei az
Tro = 0
-9 sinz; — laj =
L P

algebrai egyenletrendszer megoldéasai, azaz x1 = km és xo = 0 lesznek. Végtelen sok egyenstlyi
helyzetet kaptunk, de ezek a forgasszogektdl eltekintve két poziciot definidalnak: az inga legalso
illetve legfels6 poziciéjaban, amikor az inga nyugalomban van.

Linearizéciés médszerrel vizsgaljuk a (km,0) egyensilyi helyzetek stabilitdsat. Szémitsuk ki

ehhez az
X2
F(xi1,29) = :
(21, 22) —4sinx) — Ly

fliggvény Jacobi-matrixat:

F(1,22) = < —4coswy —% )
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Kiilonboztessiink meg két esetet:
1. Legyen k = 2j péros (alsé nyugalmi pozicid). Ekkor

F/(2jm,0) = < % L )

Szamitsuk ki a matrix sajatértékeit:

(5.21)

Héarom esetet kiilonboztetiink meg;:

(a) 0 < ;—22 < 479 (kis surlédés esete). Ekkor komplex sajatértéket kapunk, amelynek valds
része negativ. Azaz ebben az esetben a linearizalt egyenlet egyensilyi helyzete aszimptotikusan
stabil fokusz. A nemlinedris egyenlet egyensilyi helyzete is tehat szimptotikusan stabil lesz a
linearizalt stabilitas tétele szerint.

(b) 5 = 479 (kritikus surlddés esete). Ekkor kétszeres valds, negativ sajatértéke van a
Jacobi-métrixnak, azaz a linearizalt egyenlet egyensilyi helyzete aszimptotikusan stabil elfajult
csomépont. A nemlinedris egyenlet egyensulyi helyzete is tehat szimptotikusan stabil lesz.

(c) 771—22 > 479 (nagy surlédas esete). Ekkor két valds sajatértéke van a Jacobi-matrixnak.
Ellendrizhetjiik, hogy ekkor mindkét sajatérték negativ. Ebben az esetben tehédt aszimptotiku-
san stabil csomépont lesz a linearizalt egyenlet egyensulyi helyzete. A nemlinearis egyenlet
egyensulyi helyzete is tehat szimptotikusan stabil lesz.

2. Legyen k = 2j + 1 paratlan (felsé nyugalmi pozicid). Ekkor

L m

Flei+ om0 =(§ 5 ),

amelynek sajatértékei

2
_ 2% 4 49
m:l: m2+L

2
Két valds sajatértéke van a Jacobi-matrixnak, ahol az egyik pozitiv, a masik pedig negativ.
Ezért a linearizalt egyenlet egyensilyi helyzete nyeregpont, azaz instabil. Ekkor a nemlinearis
egyenlet egyensilyi helyzete is instabil lesz.

A kis surlédas esetén néhany trajektoria grafikonja az 5.29. Abrén lathats. Jol lathatd, hogy
a linearizalt egyenlet egyenstlyi helyzetei stabilitdsi tulajdonsagai megérzédnek a nemlinearis
esetben. Az alsé egyensulyi helyzetekben fékuszpont, a fels§ egyensilyi helyzetekben pedig
nyeregpontok nemlinedris deformécidi lathatok. O

A2 =

5.27. Példa. (ingamozgds surlédés nélkiil) Tekintsiik az (5.20) ingamozgds egyenletét abban
az esetben, amikor nem hat surlédés az ingara, azaz v = 0:

0" + L sing = 0. (5.22)
L
Rendszerré atirva a skalédris egyenletet az
l’/l = X9
xh = _g sin
2 L

egyenletrendszert kapjuk. Most is, ahogy az 5.26. Példdban, a rendszer egyenstlyi helyzetei a
(km,0) pontok.
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5.29. Abra. m=1,L=1,7=0.1 5.30. Abra. m=1,L=1,v=0

A fels6 egyensiilyi helyzetben v = 0-ra is egy pozitiv és egy negativ sajatértéke lesz a Jacobi-
matrixnak, azaz a linedris és igy a nemlinedris egyenlet egyensilyi helyzete is instabil lesz.

Az als6 egyensilyi helyzetben (péros k esete) az (5.21) képletbdl lathats, hogy a Jacobi-
matrixnak tiszta képzetes sajatértékei vannak, azaz a linearizalt egyenlet egyensulyi helyzete
centrum, azaz stabil az egyensulyi helyzet. A linearizdlt stabilitds tétele viszont nem alkalmaz-
haté erre az esetre.

Alkalmazzuk a Ljapunov-médszert a (0,0) egyensiilyi helyzet stabilitdsa eldontésére. Ehhez
egy Ljapunov-figgvényt kell taldlnunk. Mechanikai alkalmazdsokban konzervativ rendszerek
esetén a test teljes energidja haszndlhaté Ljapunov-fiiggvényként. Az m tomegii test helyzeti
energidja, azaz az a munka, amit a legalsé pozicié magassigabdl a 8 = x1 szoghdz tartozo
magassiagba emeléshez szitkséges mgL(1 — coszq). A test kinetikus energidja %mL2(0’ )2 =
%mL%%. Tekintsiik tehat a

1
V(x1,22) = mgL(1 — cosxy) + §mL2x%

fiiggvényt. Legyen U egy olyan nyilt kérnyezete (0,0)-nak, amely nem tartalmaz mésik egyen-
stulyi helyzetet. Nyilvan ekkor 1 — cosz1 > 0 teljesiil z1 # 0-ra U-ban, és ezért V pozitiv definit.
Szamitsuk ki a rendszerre vonatkozé derivaltjat:

V(z1,22) = mgLsinz -z} + mL2zox)
. g .
= mgLsinxy - x9 — mL2$2— sin 1

= 0.

Kaptuk tehdt, hogy specidlisan V negativ szemidefinit. A Ljapunov-féle stabilitdsi tételbdl
kovetkezik, hogy az origd stabil egyensulyi helyzet.
Tekintstink most egy (2j,0) altalanos alsé egyensilyi helyzetet. Vezessiik be az y; = ©1 —

2j7 és yo = x véltozdkat. Ekkor y) = ) = 2o = yo, yp = x5 = — ¥ sinzy = — L sin(y; + 2j7) =

— 4 siny;, és igy az
/
Y = Y2
Yy = — 9 sin Y1
2 L

teljesiil. Mivel belattuk korabban, hogy ennek a rendszernek az origd stabil egyensilyi helyzete,
ezért az eredeti rendszer (2j7,0) egyensilyi helyzete is stabil.

Az 5.30. Abrén surlédés nélkiili ingamozgas esetének trajektoridi lathatdk. Az alsé egyensulyi
helyzetekben centrum, a fels6 egyensilyi helyzetben pedig nyeregpont nemlinearis deformécidja
lathaté. Az dbran megfigyelheté az is, hogy vannak olyan specidlis trajektéridk, amelyek
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Osszekotik a fels§ egyenstlyi helyzeteket. Azaz barmely pozicidhoz (szogelforduldshoz) 1étezik
olyan sebesség, amellyel meglokve az ingét, az a kovetkezo ill. eléz6 felsé egyensilyi helyzethez
tart ¢ — oo esetén. Ha ennél a specidlis kezdOsebességnél kisebb sebességet kap az inga, akkor
periodikusan leng oda-vissza. Ha pedig ennél nagyobb sebességgel 10kjiikk meg, akkor forogni
kezd a tengelye koriil megallas nélkil. O



