3. Magasabbrendii skalaris differencialegyenletek 49

3. Magasabbrendii skalaris differencialegyenletek

3.1. Bevezetés

Legyen I C R egy nyilt intervallum, és legyenek p,_1,...,p1,po: I — R folytonos fiiggvények.
Tekintsiik az

Y 41 @)y @)y + po()y = fla),  wel (3.1)

n-edrendd inhomogén linedris skaldris differencidlegyenletet és a megfelel6 n-edrendd homogén
linedris skaldris differencidlegyenletet:

Y™ 4 po1(2)y" D 4 4 pr(2)y + pola)y = 0, zel. (3.2)
Az egyenletekhez az
y(xo) =21, Y(wo) =2, ... y" (o) =2 (3.3)

kezdeti feltételeket rendeljiik, ahol z1,2s,...,2, € R.

Megmutattuk az 1.37. Tételben, hogy a (3.1) egyenletnek barmely (3.3) kezdeti feltételhez
1étezik egyértelmii megoldasa az I intervallumon.

Konnyen ellendrizhetd, ahogy azt az elsérendii esetben részletesen megmutattuk, hogy a
homogén linearis differencialegyenlet megoldésai linedris teret alkotnak:

3.1. Tétel. Legyen y; €s ya megolddsa a (3.2) egyenletnek az I intervallumon. Ekkor c1yi+cayo
is megolddsa a (3.2) egyenletnek az I intervallumon minden c1,co € R-re (vagy c1,co € C-re),
azaz a (3.2) egyenlet megolddsainak halmaza linedris tér.

Masodrendii eset mintdjara definidljuk n darab fiiggvény Wronski-determinansat:

3.2. Definicié. Legyen y1,y2,...yn: I — R tetszdleges fiiggvények. A

y1(x) ya(x) yn(@)
Y () yh(z) Yn ()
Wy, Yn)(w) = : : :
W@ @) e i @)

n X n-es determinanst az yq,yo, . . . y, fliggvények Wronski-determindnsdnak hivjuk.
A 2.5. Tétel trividlis altaldnositdsaként kapjuk az alabbi eredményt.

3.3. Tétel. Az y1,y2,...,yn: I — R fligguények linedrisan fiiggetlenek az I intervallumon, ha
létezik olyan zo € I, hogy W(y1,...,yn)(x0) # 0. Ha y1,Y2,...,yn linedrisan dsszefiiggd az I
intervallumon, akkor W (yi,...,yn)(xo) =0 minden x € I-re.

A 2.6. Tétel dltaldnositasaként meg lehet mutatni az aldbbi eredményt. A bizonyitdsa ugyan
nem nehéz, de hosszadalmas, igy elhagyjuk.

3.4. Tétel (Abel-Liouville-tétel). Legyen yi,yo,...,yn megolddsa a (3.2) egyenletnek az I
intervallumon. Ekkor

Wy, ... yn)(x) = coxp (—/pn_l(x) dw> . ael
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3.5. Kovetkezmény. Legyen yi,y2,...,Yyn megolddsa a (3.2) egyenletnek az I intervallumon.
Ekkor vagy W (y1,...,yn)(x) = 0 minden x € I-re vagy W(y1,...,yn)(x) # 0 minden x € I-re.

3.6. Definicié. Az yi,y2,...,y, fliggvényeket a (3.2) egyenlet fundamentdlis megolddsanak
hivjuk, ha y1,99,...,y, megolddsa a (3.2) egyenletnek, és yi,ys,...,y, linedrisan fiiggetlenek
I-n, azaz W (y1,...,yn)(x) #0, hax € I.

Tegyiik fel, hogy az y1,...,y, figgvények a (3.2) egyenlet

1 1 n—1
mlo) = =57, @) ==" .y (@) ==Y
(o) = 2", whleo) =", ..y () = 2
kezdeti feltételekhez tartozé megoldasai. A 3.5. Tétel szerint az y, ..., y, linearis fiiggetlensé-

géhez tehat elegend6 egy pontban ellendrizni, hogy a Wronski-determinans nem nulla. Ha ezt
az xg pontban ellendrizziik, akkor

y1(zo) ya2(zo) -+ yn(x0) Z§1) Z§2) ZYL)

vilzo)  wh(zo) o yp(zo) PR T O
W(yb s ayn)($0) = : . : =

y"wo) vy wo) -yt (=0) A0 P

Kapjuk, hogy w1, ...,y akkor és csak akkor linedrisan fiiggetlen, ha a kezdeti feltételekbdl alko-

tott z(1) = (zgl), e ,z,gl))T, oz = (zgn), . ,zf(Ln))T vektorok linedrisan fiiggetlenek. Kapjuk

ezért, hogy mindig létezik (végtelen sok kiilonb6z4) fundamentdlis rendszere a (3.2) egyenletnek.
A 2.9. Tétel bizonyitasat konnyen altalanositva kapjuk az aldbbi eredményt.

3.7. Tétel. Legyen y1,y2,- .. ,Yyn fundamentdlis megolddsa a (3.2) egyenletnek az I intervallu-
mon. Ekkor barmely z1, ..., z, kezdeti feltételhez Iétezik olyan cq,...,cn, hogy ciy1 + -+ + cpyn
teljesiti a (3.3) kezdeti feltételeket.

3.8. Kovetkezmény. A (3.2) egyenlet megolddsainak halmaza n-dimenzids linedris tér.

Az els6- és méasodrendii eseteknél latott eredmények nyilvanvalé altalanositasaként kapjuk
az alabbi eredményeket:

3.9. Tétel. Legyen y1 €s yo a (3.1) inhomogén egyenlet két tetszdleges megolddsa. FEkkor az
y = y1 — Y2 fligguény megolddsa a (3.2) homogén egyenletnek.

3.10. Tétel. Legyen yg a (3.2) homogén egyenlet dltaldinos megolddsa, és yrp a (3.1) in-
homogén egyenlet egy partikuldris (rogzitett) megolddsa. Ekkor a (3.1) inhomogén egyenlet
altaldnos megolddsanak képlete

Y = Ya T Yip-
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3.2. Konstans egyiitthatés magasabbrendii homogén linearis differenciale-
gyenletek

Legyen ay, ap—1,...,a1,a0 € R (a, # 0) és tekintsiik az

any™ +an 1y 4ty +ay =0, xR (34)

konstans egyttthatés n-edrendd homogén linedris skaldris differencidlegyenletet. Egyszerii sza-
moléssal kapjuk, hogy
y(z) = N

akkor és csak akkor megolddsa a (3.1) egyenletnek, ha A teljesiti az
A AN 4 @ N T+ ad+ag=0 (3.5)
algebrai egyenletet. A (3.5) egyenletet a (3.4) egyenlet karakterisztikus egyenletének, a
PA) = ap A" 4 ap A+ ar )\ +ag

n-edfoku polinomot pedig a (3.4) egyenlet karakterisztikus polinomjanak nevezziik.

A 3.8. Kovetkezmény értelmében a célunk az, hogy taldljunk n-darab linedrisan fliggetlen
megoldasét a (3.4) egyenletnek, mert akkor azok fundamentalis rendszert alkotnak, azaz linedris
kombinacidjuk visszaadja az egyenlet altalanos megoldésat.

1. Tegyiik fel elészor, hogy a (3.5) egyenletnek Ay, ..., A, n darab paronként kiilonb6z6 valds
megoldasa van. Ekkor
A1z AnT
eMT . e
megoldésai a (3.4) egyenletnek, tovdbba linedrisan fliggetlenek is. Ehhez szdmitsuk ki a Wronski-
determinansukat:

e)q:c e)\gx e)\n:c
A eM? AoeM2® L\ eMn®
W(y17 cee ,yn)(az) =
)\?—le)\lw )\;L—le)\gw . )\Z_IGA”:B

a (3.5) egyenletnek A determinédns oszlopaibdl kiemelve a koz0s szorzdtényezoket kapjuk, hogy

1 1 . 1
A\ Ao A\
W(yl, o 7yn)(x) _ e()\1+~~~+>\n)x
)\711—1 )\3—1 L. )\2—1
Linedris algebrabdl ismert, hogy az
1 1 e 1
A\ Ao A
)\?—1 )\;L—l . )\2—1
t.n. Vandermonde-determinans akkor és csak akkor nem nulla, ha a Aq,..., A, szamok paronként

kiilonbozok. Ezért Wy, ..., yn)(z) # 0.

2. Tegyiik fel most, hogy A1 ki-szeres gyoke a (3.5) egyenletnek. Ekkor megmutatjuk, hogy

az

y1(x) = e/\lx, ya(x) = xe)‘lx, ys(x) = w2e>‘1x, ceey Yk (x) = phi-lehe (3.6)
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fiiggvények k; db linedrisan fliggetlen megoldését képezik a (3.4) egyenletnek.
Jelolje
P(N) = ap A" 4 @ AL ag X+ ag.
A feltételek szerint
p(A) =p' (M) = =pF V() =0. (3.7)

Jelolje a (3.4) egyenlet bal oldalat leiré lineéris leképezést L, azaz

L(y) = any(") + an—ly(n_l) + -+ a1y’ + agy.
Léattuk korabban, hogy

n—1 o
Az Az Az Az Az Az
L(e™) = an@(e ) + ““—13xn—1(e )+ +01%(€ )+ ape™ = p(A)e™”,
azaz L(eM®) = 0. Mivel
8 AT\ Az 82 Az 62 Az
Al =ae & ) T ;e )
ezért
o ot 9 o 0 0
Az _ APy Y Yz I APV, Y.V~
Lze™) = angm(Gre™) +an1gm=m (Gre™) + - Faigr(Gre™) +aogre
_ 0 " Y an—l AT 0 AT AT
= ﬁ<an%(e )+an_1axn_1(e )+'~'+a18—x(e ) + ape >
9 v
= ﬁ(p()\)e/\)

= PN +pA)re,
igy a (3.7) feltételeket hasznalva kapjuk, hogy

Ennek mintajara és a

2 (rwg(w) =5 (7) £9@9-

azonossagot hasznalva belathato, hogy
joa & Az Ny (0) (\\\j—E AT
L) = 2 (p(Ve )—}j@p N,

amibdl a (3.7) feltételek szerint kovetkezik
L@eM®)y =0, j=0,1,...,k —1.

Megmutatjuk, hogy a (3.6) fliggvények linedrisan fliggetlenek. Ehhez m =1,2,... k; — 1-re
hasznaljuk az _
yP(0)=0, j=0,1,....m—2  ymD(0)=(m—1)

Osszefliggéseket:
1 0 0 O 0 0
*x 1 0 O 0 0
* % 2 0 0 0
|
Wy, ye)0) = | * % ¥ 3 0 O =23 (b =21 (ks — 1)1 £ 0.
* % % % (k1 —2)! 0
* (kp — 1)!
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Ebbél kovetkezik a 3.5. Kovetkezmény szerint, hogy W (yi,...,yk, )(x) # 0 minden z-re, azaz
a (3.6) fliggvények linedrisan fiiggetlenek.

3. Tekintsiik most az altalanos esetet, legyen A1 ki-szeres, Ao ko-szeres, ..., Ay pedig k.-
szeres gyoke a (3.5) egyenletnek, ahol Ay, ..., \,, paronként kiillonboznek és ki +ko+- - -+ k&, = n.
Ekkor lattuk, hogy

MT gt gl e perex o pka—loder o Am® podme o pkm L AmE
megolddsai a (3.4) egyenletnek. Megmutatjuk, hogy ezek linedrisan fliggetlenek is, azaz a (3.4)
egyenlet fundamentdlis rendszerét alkotjak. A fenti fliggvények Wronski-determindansat nem
konny kiértékelni, ezért most a linedris fiiggetlenség definiciéjat alkalmazzuk: Tegyiik fel, hogy

valamely c11,...,C1k;, €215+ Cokos - Cml,y - - - Cmk,, KOnstansokra
m  k;
E E cijx]_le)"'x =0, x € R.
i=1 j=1

Megmutatjuk, hogy ekkor minden egyiitthaté nulla kell legyen. Jelolje
ki '
Gi(x) = Zcijx]_l.
j=1
Ekkor G; egy k; — 1-edfoku polinom, amelyre
Z Gi(z)er® =0, x eR.

Beszorozva ezt az egyenletet az e~ M% fiiggvénnyel kapjuk, hogy

Gi(x) + Z Gy(z)eNi—Me =0, z eR.
=2
Ezt ki-szer derivalva kapjuk, hogy
Gi(z)ePi— )z — ¢ z € R,
i=2

és ezért

m ~
Z Gi(z)et® =0, x € R,

ahol G; ugyanolyan fokszamu polinom, mint G;. Ezt tovébb folytatva kapjuk, hogy létezik olyan
H polinom, amelynek fokszdma megegyezik G, fokszamaval, amelyre

H(z)e M =0, z €R.

De ez csak tgy lehet, ha H, és igy G, is azonosan nulla. Mivel a gyokok sorrendje tetszoleges
lehet, ebbdl adédik, hogy minden ¢ = 1,. .., m-re G; azonosan nulla, azaz minden ¢;; egytitthaté
nulla, és igy a fliggvények linedrisan fliggetlenek.

Kaptuk tehat, hogy ebben az esetben a (3.4) egyenlet dltaldnos megoldasa

y(x) = Z Z cijad e x €R. (3.8)

i=1 j=1
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4. Ha a (3.5) egyenletnek \; komplex gyoke, akkor a (3.6) fliggvények komplex megolddst
adnak. Valds megoldast a kovetkezéképpen kaphatunk:

Tegyiik fel, hogy A\ = o + i3 egy k-szoros gyoke a (3.5) egyenletnek. Ekkor persze o —if3 is
k-szoros gyoke a (3.5) egyenletnek. Ekkor

27 OB — 37 (cos B + isin )

és
27 e 00T — 37¢°% (cos B — isin )

megolddsai a (3.4) egyenletnek j = 0,1,...,k— l-re, és ezért, ahogy azt a masodrendii homogén
egyenleteknél lattuk, ezek valds és képzetes része, azaz

27 %% cos B és 27 e sin Bz
is linedrisan fiiggetlen megoldédsok j =0,1,... k — l-re.

5. A kapott eredményeket a kovetkezéképpen foglalhatjuk Ossze: Legyen Aj, ..., As a (3.5)
egyenlet paronként kiilonbozo valds gyokei a ki, ..., ks multiplicitdsokkal, tovabba legyen

M=a3£ibi,... N\ =, £ i,
a (3.5) egyenlet paronként kiilonboz8 komplex gydk pérjai a ki, .. ., k, multiplicitdsokkal, ahol
kot he 20k 4+ k) =

Ekkor a (3.4) egyenlet dltalanos megoldédsa

s k; r ks rok
y(x) = Z Z cijx]_leAix + Z Z dijxj_leo‘ix cos G;x + Z Z eijx]_leaix sin G;x, z € R.

=1 j=1 =1 j=1 =1 j=1
(3.9)

3.11. Példa. Keressiik meg az
y O 46y — 7y =0

egyenlet altaldnos megoldasat! Az egyenlet karakterisztikus egyenlete
A0 6AT = TN =0,
azaz a karakterisztikus polinomja
p(\) = Ab 4 62% — 722
p-t szorzattd alakithatjuk, mivel A%-et kiemelve p-bél egy A%-ben mésodfoki kifejezést kapunk:
p(AN) = XM 6y —7) = N\ 652 —7) = NN - D(N2+ 7).

Ezért

0, 0, 1, -1, V7, —\Ti
a 6 gyoke p-nek. Kaptuk tehat, hogy

y(x) = c1 + cox + c3€” + c4e™ " + c5 cos VTz + Cs5 sin V7

az altalanos megoldas képlete. O
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3.12. Példa. Keressiik meg az

yW 4+ 4y®) 4 14y 4+ 20y 4 25y = 0
egyenlet altalanos megoldasat! A megfelelé karakterisztikus polinom

p(A) = At + 4X% 4 14)% 4 20 + 25.
Vegyiik észre, hogy p teljes négyzet:

p(A) = (A2 +2X+5)%,
igy a karakterisztikus egyenlet gyokei
—1+2i 142, —-1-2i —1-2i.

Tehat az egyenlet altalanos megoldésa

y(x) = cre” ¥ cos 2x + coe” * sin 2x + cgxe”* cos 2 + cqxe” ¥ sin 2.

3.3. Inhomogén linearis egyenletek megoldasa konstans variaciéos mddszerrel
Tekintsiik tjra az
v o1 @y gy o)y = f(z),  wel (3.10)
inhomogén linedris egyenletet és a megfelel
Y™ + o1 (2)y" Y - pr(x)y + po(x)y = 0, zel (3.11)

homogén linearis egyenletet.
Tegyiik fel, hogy a (3.11) homogén egyenletnek ismerjiik az

yH(x) = Clyl(x) +ooet Cnyn(x)

altalanos megoldését, azaz y1, . . . , y, egy fundamentdlis rendszere a (3.11) egyenletnek. Keressiik
a (3.10) inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsat az

Yip (@) = ur(@)y1(z) + - + un(@)yn(z)

alakban. Ekkor a masodrendl egyenleteknél latott levezetést altalanositva kaphatd, hogy ha
UL, ..., Uy, teljesiti az

u(@yi(z) A+ o+ U (@)ye(2) 0
up(@)yi(z)  + o+ up (@)Y () 0
: : (3.12)
@@+ o 4 d @y @) = 0
@y @)+ @ @) = f)

egyenletrendszert, akkor y,, megoldasa a (3.10) egyenletnek, és ekkor az y = y,, +y,, fliggvény
altaldnos megoldasa a (3.11) egyenletnek. Megjegyezziik, hogy a (3.12) egyenlet egy linedris
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egyenletrendszer az u}, ..., u), fiiggvényekre nézve, amely mindig megoldhaté, hiszen az egytitt-
hatémétrix determindnsa pontosan W(y1,....yn)(z), amely nem nulla I-n, hiszen yi,...,yn
fundamentélis rendszer.

3.13. Példa. Adjuk meg az
yW —13y" + 36y = e (3.13)

altalanos megoldasat! A homogén egyenlet karakterisztikus egyenlete
M — 1302 +36 =0,

amelynek megoldasai:
2, -2, 3, -3
Ezért a homogén egyenlet altaldnos megoldésa
Yy = c1€® + coe™ + e’ + cge
A konstansok varidldsdnak moddszerét alkalmazva keressiik a partikuldris megoldast az
Yip = u1€% + uge™ 2% + uged® + uye 3

alakban. A (3.12) egyenleteket felirva kapjuk, hogy

uhe?®  + whe ™ 4+ whed 4+ wle ™ = 0
uhe?® — 2ube™®® + Jufed® — 3ufe™ = 0
4uie® + duhe ™ + uhed® + ufe ™ = 0
Suje? — Buhe ™ + 27ug63x — 2Tule ™3 = 7%
Ennek megoldéasa
1 1 1 1
/ -3z / x / —4x / 2
Uy = ——e 7 uHb=—e%, uh=-—e "  u)=-——e",
! 20 2790 3730 1 30
és ezért 1 ] 1 1
up = @6_390, U = 2—0693, uz = —me_‘lx, ug = —@e%.

Kaptuk tehat, hogy

_ 1 -3z 2z 1 xr —2x 1 —4x 3z 1 2¢v —3x __ 1 —x
Y =5p¢ ¢ Tt e 120 ¢ T 60" © 24

és gy az egyenlet altalanos megolddsa

1
Y= 1% + coe 2 4 363 4 e 4 ﬂe_m

Megjegyezziik, hogy a prébafiiggvény mddszerét is alkalmazhatjuk az elobbi példdban: y,, =
Ae™" alakban keresve a partikuldris megoldast, egyértelmiien meghatarozhatjuk A értékét:

y;P =—Ae™", yjrlp = Ae™", yjrlz/a = —Ae™", y(4) = Ae™".

1P

A (3.13) egyenletbe behelyettesitve
Ae " —134Ae "+ 36Ae " =",

azaz 24A =1, és igy A =1/24.

A 2.4. szakaszban a konstans egyiitthatés masodrendii linearis differencidlegyenletek parti-
kularis megoldasanak keresésére megismert modszert magasabbrendii egyenletekre is alkalmaz-
hatjuk a 2.4. szakasz 1. tablazataban leirt inhomogén tagok esetében, annyi modositassal, hogy
sziikség esetén az s = 0,1,...,n kitevot valasztjuk a prébafiggvény képletben. Részletekbe itt
nem megyiink bele.
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3.4. Alkalmazasok

ko

I

! I
! |
! I
? !
my ! AVAVAVAVS LY
! |
! I
- T
! |
! I

:—» ——
X1 " X2

3.1. Abra. Osszekapcsolt rugds rendszer

3.14. Példa. Tekintsiink két, m; és mo tomegil testet, amelyeket a 3.1. Abran l4thaté médon
héarom rugé fog kozre. A két szé€ls6é rugd falhoz rogzitett. A harom rugé rugédallandédja rendre
ki, ko és k3. A testek nyugalmi pozicidjukhoz képesti elmozduldsat jelolje x1 és x3, ahol a
pozitiv irdnyt jobbra valasztjuk. Tegyiik fel, hogy az eredeti hosszukhoz képest Ly, Lo illetve L3
egységgel vannak megnytjtva (Gsszenyomva) a rugék a nyugalmi helyzetben. Ekkor a rugéerk
egyenlGsége miatt k1L1 = koLo = k3Lg teljesiil. Ha a nyugalmi helyzetiikbol kimozditjuk a
rugokat, és esetleg valamilyen kezddsebességet is adunk a testeknek, akkor a testek mozogni
kezdenek az egyes testekre hato rugderdk hatasara. Ha az els6 test x1 egységgel mozdult el a
nyugalmi helyzethez képest, akkor a rugé teljes megnyuilasa x1+ L1. Ekkor ha x1+ L1 > 0, akkor
az elsé rugd balra visszahizza az elsd testet, igy a testre az els6 rugé altal haté eré —kq(x1+ Lq).
Ha viszont z1 + L1 < 0, akkor az els6 rugo jobbra, azaz pozitiv irdnyba tolja a testet, igy ebben
az esetben is —ky(z1 + L1) adja a rugderd irdnyat és nagysdgat. A masodik rugd az eddigi
allapotahoz képest xo — x1 egységgel, azaz az eredeti hosszahoz képest xo — x1 + Lo egységgel
lesz megnyujtva vagy Osszenyomva. Mint az elébb, most is ellenérizhetd, hogy mindkét esetben
a masodik rugd ko (zg — 1 + L) erével hat az els6 testre. Tegyiik fel, hogy az els6 test és a talaj
kozotti surlédési egyiitthaté ¢;. Ekkor a mozgds kozben —c; ] surldddsi erd hat a testre. Ezért
Newton I. torvénye szerint teljesiil az

myz = —ki(z1 + L1) + ko(w0 — 21 + Lo) — 1)
egyenlet. Ezt az k1L = ko Lo Osszefliggést felhaszndlva egyszeriisithetjiik:
miz| = —kiwy + ko(zg — 21) — 12 (3.14)
Ugyanigy indokolhatd, hogy a masodik testre teljestil az
mozh = k3(L3 — x2) — ko(z2 — 21 + Lo) — coxh
egyenlet, ahol ¢y a masodik test és a talaj kozotti surlédasi egyiitthatd, és igy egyszeriisités utan
moxh = —kgwg — ka(wg — 1) — Cotl (3.15)
adédik. Fejezziik x1-et a (3.15) egyenletbol:

moxy + coxh + (ko + k3)zo

1 = kg N (316)
és ezt visszahelyettesitjiik a (3.14) egyenletbe:
k1 + k
%(m2x§4) + ngg, + (k2 + kg)xg) = — 1/<:2 2 (mgxg + nglg + (k‘g + k3)x2)

c
—k—l(m2$,2” + coxy + (ko + k3)ah) + kowo.
2
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Ez egy

(4) "

" /
4Ty + azxy + asxy + ajry + apr =0

alakl negyedrendii homogén linearis egyenlet xo-re, ahol

as = MmMmimsa

as = mica + macy

ay = mi(ke + k) + ma(ks + ko) + cic2
a; = Cl(k‘g + k3) + ca(k1 + k2) + c1co

ag = kiks + kiks + koks.

Tegyiik fel most, hogy a surlédasi er6 mindkét testnél elhanyagolhatd, azaz ¢y = co = 0. Fel-
tessziik tovabba, hogy k1 = k3 = 2, ko = 1, az els6 testet jobbra 1 egységgel, a masodikat pedig
balra 1 egységgel elmozditjuk, majd elengedjiik a testeket (azaz kezddsebességet nem adunk
nekik). Ekkor az

:Eg4) + 625 + 8x9 =0
egyenletet kapjuk. Ennek karakterisztikus egyenlete:
A 4+6X2+8=0,
amib8l A2 = —2 vagy A2 = —4, azaz A = +/2i, +2i. Kapjuk tehét, hogy
To = €1 COS Vot + co sin V2t + cg cos 2t + ¢4 sin 2t.
Ebbdl

Th = —V2¢1 sin V2t + V269 cos V2t — 2¢3 sin 2t + 2¢4 cos 2t
:17’2' = —2c¢q cos Vot — 2¢9 sin Vot — 4c3 cos 2t — 4ey sin 2t.

Ezért a (3.16) képlet szerint
T = xg + 3x9 = cq cos V2t + Co sin Vot — c3 cos 2t — ¢4 sin 2t.

Szamitsuk ki:
:17'1 = —\/501 sin v/2t + \/562 cos V2t + 2c3 sin 2t — 2¢4 cos 2t.

Az
71(0) = 1, 77(0) =0, 29(0) = —1, 75(0) =0

kezdeti feltételeket felhasznalva kapjuk

cl —C3 = 1
\/562 — 264 =0
cir+ec3 = —1

\/502 +2c4 = 07
amibol kapjuk, hogy ¢y =0, co =0, c3 = —1 és ¢4 = 0, azaz
r1 = cos 2t és L9 = — cos 2t

harmonikus rezgémozgédst végez mindkét test. A megolddsok szimmetridja nyilvanvald, hiszen
a feltételek szerint a rendszer paraméterei is szimmetrikusak voltak.
Egy masik lehet8ség a (3.14)-(3.15) rendszer atalakitdsira az, ha bevezetjilk az

/ /
Yy = 21, Y2 = Iy, Yys = T2, Y4 = Tg
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4j valtozdkat. Ekkor a (3.14)-(3.15) rendszer ekvivalens alakja:

Yy = Y2
k kg C

vy = ——up+—(ys—y1) — —yo
m mi

Z/é = Ya

. ks k

yy = ——ys——W3—vy1) — —wa
mo m

Azy = (y1,92,93,y4)" vektor valtozé tehat teljesiti az y' = Ay elsérendii homogén linedris
négydimenzids egyenletrendszert, ahol

0 1 0 0
_kitky _a ko 0
A — mi mi mi
0 0 0 1
ko 0 _kotks _ co
m2 m2 m2

Ilyen linedris rendszerek megoldasaval a kovetkezo fejezetben foglalkozunk. O



