Lineáris programozás, részletes megoldások
1. feladat
a)
x1
+ 2x2
+5x3
+y1
=
2

2x1
+   x2
 +4x3
         +y2
=
4

x > 0

y > 0

z* = - y1 - y2 ( max

	
	
	
	
	
	
	-1
	-1

	
	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	q1
	q2

	-1
	q1
	2
	1
	2
	5
	1
	0

	-1
	q2
	4
	2
	1
	4
	0
	1

	
	
	-6
	-3
	-3
	-9
	0
	0


	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	q2

	a1
	2
	1
	2
	5
	0

	q2
	0
	0
	-3
	-6
	1

	
	0
	0
	3
	6
	0


	
	
	  
	3 
	8
	18

	
	B
	xB
	a1
	a2
	a3

	3
	a1
	2
	1
	0
	1

	8
	a2
	0
	0
	1
	2

	
	
	0
	0
	0
	0

	
	
	6
	0
	0
	1


xopt 
= (2, 0, 0) 
zmax 
= 6



b.)
3x1
+3x3
         + x5
          =
36
           4x2
+2x4      
+x6                   =
50

  x1 + x2

       +y1
          =
30

    x3
  +x4

+ y2=
10

x > 0
y > 0

z* = - y1 - y2 ( max

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	-1
	-1

	
	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	q1
	q2

	
	a5
	36
	3
	0
	3
	0
	1
	0
	0
	0

	
	a6
	50
	0
	4
	0
	2
	0
	1
	0
	0

	-1
	q1
	30
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	0

	-1
	q2
	10
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	1

	
	
	-40
	-1
	-1
	-1
	-1
	0
	0
	0
	0


	
	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	q1
	q2

	-1
	a1
	12
	1
	0
	1
	0
	1/3
	0
	0
	0

	
	a6
	50
	0
	4
	0
	2
	0
	1
	0
	0

	
	q1
	18
	0
	1
	-1
	0
	- 1/3
	0
	1
	0

	 
	q2
	10
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	1

	
	
	-28
	0
	-1
	0
	-1
	1/3
	0
	0
	0


	
	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	q1
	q2

	-1
	a1
	12
	1
	0
	1
	0
	1/3
	0
	0
	0

	
	a2
	12,5
	0
	1
	0
	½
	0
	¼
	0
	0

	
	q1
	5,5
	0
	0
	-1
	- ½
	- 1/3
	- ¼
	1
	0

	 
	q2
	10
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	1

	
	
	-15,5
	0
	0
	0
	- ½
	1/3
	¼
	0
	0


	
	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	q1

	-1
	a1
	12
	1
	0
	1
	0
	1/3
	0
	0

	
	a2
	7,5
	0
	1
	- ½
	0
	0
	¼
	0

	
	q1
	10,5
	0
	0
	- ½
	0
	- 1/3
	- ¼
	1

	 
	a4
	10
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	0

	
	
	-10,5
	0
	0
	0
	0
	1/3
	¼
	0


z*max < 0, tehát az eredeti feladatnak nincs megengedett megoldása.

c.)
2x1
+x2
+2x3

+ y1
  = 
8

  x1
- x2
 +2x3
-x4  
      + y2 = 
4

  x1
+2x2
 + x3
       + x5

 =
12
 x > 0

 y > 0
z* = - y1 - y2 (max

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	q1
	q2

	q1
	8
	2
	1
	2
	0
	0
	1
	0

	q2
	4
	1
	-1
	2
	-1
	0
	0
	1

	a5
	12
	1
	2
	1
	0
	1
	0
	0

	
	-12
	-3
	0
	-4
	1
	0
	0
	0


	
	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	q1

	-1
	q1
	4
	1
	2
	0
	1
	0
	1

	
	a3
	2
	½
	- ½
	1
	- ½
	0
	0

	
	a5
	10
	½
	5/2
	0
	½
	1
	0

	
	
	-4
	-1
	-2
	0
	-1
	0
	0


	
	
	
	
	
	
	

	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5

	a1
	4
	1
	2
	0
	1
	0

	a3
	0
	0
	- 3/2
	1
	-1
	0

	a5
	8
	0
	3/2
	0
	0
	1

	
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	
	4
	0
	- ½
	0
	0
	0


	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5

	a2
	2
	½
	1
	0
	½
	0

	a3
	3
	¾
	0
	1
	- ¼
	0

	a5
	5
	- ¾
	0
	0
	- ¾
	1

	
	5
	¼
	0
	0
	¼
	0


xopt 
= (0, 2, 3)

zmax 
= 5


d.)
x1
+2x2
+x3
+4x4
+x5
         =
4

2x1

+3x3
+x4
      +x6
         =
5

4x1
+x2
+2x3
+2x4

+y1=
8

x > 0
y > 0
z* = -y1(max

	
	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	q1

	
	a5
	4
	1
	2
	1
	4
	1
	0
	0

	
	a6
	5
	2
	0
	3
	1
	0
	1
	0

	
	q1
	8
	4
	1
	2
	2
	0
	0
	1

	
	
	-8
	-4
	-1
	-2
	-2
	0
	0
	0


	
	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6

	-1
	a5
	2
	0
	7/4
	1/2
	7/2
	1
	0

	
	a6
	1
	0
	-1/2
	2
	0
	0
	1

	
	a1
	2
	1
	1/4
	1/2
	1/2
	0
	0

	
	
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	
	2
	0
	-7/4
	-1/2
	-1/2
	0
	0


	
	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6

	-1
	a2
	8/7
	0
	1
	2/7
	2
	4/7
	0

	
	a6
	11/7
	0
	0
	15/7
	1
	2/7
	1

	
	a1
	12/7
	1
	0
	3/7
	0
	-1/7
	0

	
	
	4
	0
	0
	0
	3
	1
	0


	
	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6

	-1
	a2
	14/15
	0
	1
	0
	13/15
	56/105
	-2/15

	
	a3
	11/15
	0
	0
	1
	7/15
	2/15
	7/15

	
	a1
	7/5
	1
	0
	0
	-1/5
	-37/49
	-1/5

	
	
	4
	0
	0
	0
	3
	1
	0


Xopt1
=(12/7, 8/7, 0 |0, 0, 11/7)

Xopt2
=(7/5, 14/15, 11/15| 0, 0, 0)

Xopt
=(Xopt1+(1-()Xopt2

f.)
x1
+ 3x2
+2x3
 +y1
      = 
2

2x1 
+ 2x2 
+3x3
           +y2 = 
4



x  ≥ 0

y ≥ 0
z* = -y1-y2 (max

	
	
	
	
	
	
	

	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	q1
	q2

	q1
	2
	1
	3
	2
	1
	0

	q2
	4
	2
	2
	3
	0
	1

	
	-6
	-3
	-5
	-5
	0
	0

	
	
	
	
	
	
	


	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	q2

	a1
	2
	1
	3
	2
	0

	q2
	0
	0
	-4
	-1
	1

	
	0
	0
	4
	1
	0

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	B
	xB
	a1
	a2
	a3

	a1
	2
	1
	-5
	0

	a3
	0
	0
	4
	1

	
	0
	0
	0
	0

	
	6
	0
	-9
	0


	B
	xB
	a1
	a2
	a3

	a1
	2
	1
	0
	5/4

	a2
	0
	0
	1
	1/4

	
	6
	0
	0
	9/4


xopt
=(2,0,0)

zmax 
=6

g.)

x1  +  2x2  -x3

  +y1

=  
5
x1
              +x4


=
10
          x2
     -x5
              +y2 
=  
1

x1      - x2                             -x6
        +y3
=  
2

x ≥ 0

y ≥ 0
z*=-y1-y2-y3(max

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	q1
	q2
	q3

	q1
	5
	1
	2
	-1
	0
	0
	0
	1
	0
	0

	a4
	10
	1
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0

	q2
	1
	0
	1
	0
	0
	-1
	0
	0
	1
	0

	q3
	2
	1
	-1
	0
	0
	0
	-1
	0
	0
	1

	
	-8
	-2
	-2
	1
	0
	1
	1
	0
	0
	0

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	q1
	q2

	q1
	3
	0
	3
	-1
	0
	0
	1
	1
	0

	a4
	8
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	0

	q2
	1
	0
	1
	0
	0
	-1
	0
	0
	1

	a1
	2
	1
	-1
	0
	0
	0
	-1
	0
	0

	
	-4
	0
	-4
	1
	0
	1
	-1
	0
	0

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6

	
	a2
	1
	0
	1
	0
	0
	-1
	0

	
	a4
	7
	0
	0
	0
	1
	1
	1

	
	a3
	0
	0
	0
	1
	0
	-3
	-1

	
	a1
	3
	1
	0
	0
	0
	-1
	-1

	
	
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	
	
	5
	0
	0
	0
	0
	-3
	-1




	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6

	a2
	8
	0
	1
	0
	1
	0
	0

	a5
	7
	0
	0
	0
	1
	1
	1

	a3
	21
	0
	0
	1
	3
	0
	2

	a1
	10
	1
	0
	0
	1
	0
	0

	
	25
	0
	0
	0
	3
	0
	2


xopt
=(10, 8|21, 0, 7, 0)

zmax
=26

	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	q2

	a2
	1
	0
	1
	-1/3
	0
	0
	1/3
	0

	a4
	7
	0
	0
	1/3
	1
	0
	2/3
	0

	q2
	0
	0
	0
	1/3
	0
	-1
	-1/3
	1

	a1
	3
	1
	0
	-1/3
	0
	0
	-2/3
	0

	
	0
	0
	0
	-1/3
	0
	1
	1/3
	0


h.)

4x1
+x2
+3x3
-2x4
+y1
       =
0
x1
+x2
+2x3
-x4
           +y2     =
1

-13x1
+2x2
-2x3
+3x4
                  +y3=
7

x ≥ 0, y ≥ 0

z*= -y1-y2-y3 ( max
	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	q1
	q2
	q3

	q1
	0
	4
	1
	3
	-2
	1
	0
	0

	q2
	1
	1
	1
	2
	-1
	0
	1
	0

	q3
	7
	-13
	2
	-2
	3
	0
	0
	1

	
	-8
	8
	-4
	-3
	0
	0
	0
	0


	
	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	q2
	q3

	-1
	a2
	0
	4
	1
	3
	-2
	0
	0

	
	q2
	1
	-3
	0
	-1
	1
	1
	0

	
	q3
	7
	-21
	0
	-8
	7
	0
	1

	
	
	-8
	24
	0
	9
	-8
	0
	0


	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	q3

	a2
	2
	-2
	1
	1
	0
	0

	a4
	1
	-3
	0
	-1
	1
	0

	q3
	0
	0
	0
	-1
	0
	1

	
	0
	0
	0
	1
	0
	0


	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4

	a2
	2
	-2
	1
	0
	0

	a4
	1
	-3
	0
	0
	1

	a3
	0
	0
	0
	1
	0

	
	0
	0
	0
	0
	0

	
	11
	-22
	0
	0
	0


Van megengedett megoldás, a célfüggvény a megengedett megoldások halmazán felülről nem korlátos!


 i.) 
4x1 
+ 3x2 
+ 22x3 
+y1

=
17

2x1 
+ 2x2 
+ 12x3        + y2          = 
10

5x1 
+ x2
+ 22x3                 + y3
=
13
x ≥ 0

z* = -y1 – y2  - y3 → max 



y ≥ 0

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	B
	xb
	a1
	a2
	a3
	q1
	q2
	q3

	
	q1
	17
	4
	3
	22
	1
	0
	0

	
	q2
	10
	2
	2
	12
	0
	1
	0

	
	q3
	13
	5
	1
	22
	0
	0
	1

	
	
	-40
	-11
	-6
	-56
	0
	0
	0


	B
	xb
	a1
	a2
	a3
	q1
	q3

	q1
	2
	1
	0
	4
	1
	0

	a2
	5
	1
	1
	6
	0
	0

	q3
	8
	4
	0
	16
	0
	1

	
	-10
	-5
	0
	-20
	0
	0


	
	
	
	
	
	
	

	
	B
	xb
	a1
	a2
	a3
	q3

	
	a1
	2
	1
	0
	4
	0

	
	a2
	3
	0
	1
	2
	0

	
	q3
	0
	0
	0
	0
	1

	
	
	0
	0
	0
	0
	0

	
	
	8
	0
	0
	5
	0


Xopt 
= (2; 3; 0 / 0; 0; 0)      
zmax 
= 8

 j.)
x1
+2x2
+x3
+y1 

=
5

x1
+3x2 
- x3

+y2  
=
10

x  ≥ 0

y ≥ 0
z*=-y1-y2 (max

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	q1
	q2

	
	q1
	5
	1
	2
	1
	1
	0

	
	q2
	10
	2
	3
	-1
	0
	1

	
	
	-15
	-3
	-5
	0
	0
	0


	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	q2

	a1
	5
	1
	2
	1
	0

	q2
	0
	0
	-1
	-3
	1

	
	0
	0
	1
	3
	0


	
	
	
	
	
	

	
	B
	xB
	a1
	a2
	a3

	
	a1
	5
	1
	0
	-5

	
	a2
	0
	0
	1
	3

	
	
	0
	0
	0
	0

	
	
	10
	0
	0
	7


xopt
=(5,0,0)   
zmax
=10

3. feladat
  x1
+2x2
+2x3
+ x4            
 =
4

  x1
+  x2 ​
+3x3     
           + x5      
 =
8

2x1
+  x2
 ​+  x3

     +x6 
 =
10

x ≥ 0
z=2x1+x2+4 x3→max

	
	
	
	2
	1
	4
	0
	0
	0

	
	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6

	0
	a4
	4
	1
	2
	2
	1
	0
	0

	0
	a5
	8
	1
	1
	3
	0
	1
	0

	0
	a6
	10
	2
	1
	1
	0
	0
	1

	
	
	0
	-2
	-1
	-4
	0
	0
	0

	
	
	
	8↑
	2↑
	8↑
	
	
	


	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6

	a1
	4
	1
	2
	2
	1
	0
	0

	a5
	4
	0
	-1
	1
	-1
	1
	0

	a6
	2
	0
	-3
	-3
	-2
	0
	1

	
	8
	0
	3
	0
	2
	0
	0


	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6

	a3
	2
	1/2
	1
	1
	1/2
	0
	0

	a5
	2
	-1/2
	-2
	0
	-3/2
	1
	0

	a6
	8
	3/2
	0
	0
	-1/2
	0
	1

	
	8
	0
	3
	0
	2
	0
	0


xopt1
=(4,0,0|0,4,2)
xopt2
=(0,0,2|0,2,8)

xopt
=λ xopt1+(1- λ) xopt2, ahol 0≤ λ≤1

zmax
=8

4. feladat
	Erőf./Termék
	I.             II.               III.
	Készlet

	1.

2.

3.
	1              2                 1

2              1                 2

2              3                 1
	≥10
≤11
≤15

	4.
	3              2                 4
	


  x1
+2x2
+  x3
≥
10

2x1
+x2
+2x3
≤
11

2x1
+3x2
+x3
≤
15

           

x ≥0
z=3x1+2x2+4x3→max

A standard alapú feladat→csupa x van!

Standard alak:

  x1
+2x2
+x3
-x4

=
10

2x1
+x2
+2x3
+x5

=
11

2x1
+3x2
+x3

+x6
=
15

z=3x1+2x2+4x3→max

Felírjuk az első fázis feladatát:

  x1
+2x2
+x3
-x4

   +2y1
=10

2x1
+x2
+2x3

+x5

=11

2x1
+3x2
+x3

       +x6
=15

      


x,y ≥0
z=3x1+2x2+4x3+0x4+0x5+0x6→max

z*=-y1→max

Felírjuk az 1.fázis 1.szimplex tábláját→szimplex-módszer:
	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	q1

	q1
	10
	1
	2
	1
	-1
	0
	0
	1

	a5
	11
	2
	1
	2
	0
	1
	0
	0

	a6
	15
	2
	3
	1
	0
	0
	1
	0

	
	-10
	-1
	-2
	-1
	1
	0
	0
	0




	
	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6

	-1
	a2
	5
	1/2
	1
	1/2
	-1/2
	0
	0

	
	a5
	6
	3/2
	0
	3/2
	1/2
	1
	0

	
	a6
	0
	1/2
	0
	-1/2
	3/2
	0
	1

	
	
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	
	10
	-2
	0
	-3
	-1
	0
	0


	
	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6

	-1
	a2
	3
	1
	1
	0
	-2/3
	-1/3
	0

	
	a3
	4
	1
	0
	1
	1/3
	2/3
	0

	
	a6
	2
	1
	0
	0
	5/3
	1/3
	1

	
	
	22
	1
	0
	0
	0
	2
	0


	
	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6

	-1
	a2
	19/5
	
	
	
	
	
	

	
	a3
	18/5
	
	
	
	
	
	

	
	a4
	6/5
	
	
	
	
	
	

	
	
	22
	1
	0
	0
	0
	2
	0


Kiértékelés:

Pontosan két optimális bázis megoldás van!

Az összes optimális megoldás, ezek konvex lineáris kombinációjaként adódik:

xopt1 (0;3;4│0;0;2) 
xopt2 (0;19/5;18/5│6/5;0;0)

z max =22 

Az első erőforrásból pontosan az előírt mennyiséget használjuk fel, a II. erőforrásból 0 maradt, a II. erőforrásból maradt 2. A maximális bevétel 22.

Például xopt1 jelentése: Az I. termékből nem csinálunk, a II.-ból 3, a III.-ból 4 egység gyártandó!

xopt=λ xopt1+(1-λ) xopt2           0≤x≤1

Itt 2.oszlopból: min{10/2;11/1;15/3}

5. feladat

	
	
	Termék
	
	

	Nyersanyag
	1
	2
	3
	Készlet

	A
	1
	2
	1
	12

	B
	
	1
	2
	

	Haszon
	3
	3
	2
	


x1
+2x2
+x3
+x4
≤
12

     x2
+2x3

≤
x1
     x2
+2x3

≥
8

x ≥0
z=3x1+3x2+2x3→max

Standard alakra hozzuk:

 x1
+2x2
+  x3
+x4


=12

-x1
+  x2
+2x3

+x5

=0

    x2
+2x3


-x6
=8
z=3x1+3x2+2x3→max

A hiányzó egységvektort pótolni kell!

  x1
+2x2
+x3
+x4


=12
-x1
+x2
+2x3

+x5

=0

   x2
+2x3

-x6
+y1
=8

x,y ≥0
z= 3x1+3x2+2x3→max

z*=-y→max        mesterséges célfüggvény

	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	q1

	a4
	12
	1
	2
	1
	1
	0
	0
	0

	a5
	0
	-1
	1
	2
	0
	1
	0
	0

	q1
	8
	0
	1
	2
	0
	0
	-1
	1

	
	-8
	0
	-1
	-2
	0
	0
	1
	0


	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	q1

	a4
	12
	3
	0
	-3
	1
	-2
	0
	0

	a2
	0
	-1
	1
	2
	0
	1
	0
	0

	q1
	8
	1
	0
	0
	0
	-1
	-1
	1

	
	-8
	-1
	0
	0
	0
	1
	1
	0


	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	q1

	a1
	4
	1
	0
	-1
	1/3
	-2/3
	0
	0

	a2
	4
	0
	1
	1
	1/3
	1/3
	0
	0

	q1
	4
	0
	0
	1
	-1/3
	-1/3
	-1
	1

	
	-4
	0
	0
	-1
	1/3
	1/3
	1
	0


	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6

	a1
	8
	1
	0
	0
	0
	-1
	-1

	a2
	0
	0
	1
	0
	2/3
	2/3
	1

	a3
	4
	0
	0
	1
	-1/3
	-1/3
	-1

	
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	
	32
	0
	0
	0
	4/3
	-5/3
	-2




	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6

	a1
	8
	
	
	
	
	
	

	a5
	0
	
	
	
	
	
	

	a3
	4
	
	
	
	
	
	

	
	32
	0
	5/2
	0
	3
	0
	1/2


Nincs szükség a táblázat kitöltésére, mert a végeredmény e nélkül is meghatározható.
Végeredmény:

Xopt
= (8,0,4│0,0,0)

zmax
=32

Az első termékből kell gyártani 8-at, a harmadikból 4-et, a max bevétel 32! Az első nyersanyagból 0, a másodikból is 0 marad, és a B nyersanyagból 8-at használunk fel!

6. feladat
	Erőforrás/termék
	I.
	II.
	III.
	Erőforrás kapacitás

	1.
	2
	2
	1
	15

	2.
	4
	3
	2
	25

	Melléktermék
	0,2
	0,2
	0,1
	

	Önköltség
	2
	3
	1,5
	


2x1
+   2x2
      + x3
≤
15

4x1
+   3x2
     +2x3
≤
25

0,2x1
+0,2x2
+0,1x3
≥
1,5

            x ≥0

z=2x1+3x2+1,5x3→min

2x1
+3x2
+2x3
≤
25

2x1
+2x2
   +x3
=
15

       
x ≥0

z=2x1+3x2+1,5x3→min

4x1
+3x2
+2x3
+x4

=
25

2x1
+2x2
+x3

+y1
=
15

           
x,y ≥0
z=2x1+3x2+1,5x3→min

z^=-2x1-3x2-1,5x3→max

z*=-y1→max
	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	q1

	a4
	25
	4
	3
	2
	1
	0

	q1
	15
	2
	2
	1
	0
	1

	
	-15
	-2
	-2
	-1
	0
	0


	-2
	-3
	-3/2
	0

	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4

	0
	a4
	5/2
	1
	0
	1/2
	1

	-3
	a2
	-15/2
	1
	1
	1/2
	0

	
	0
	0
	0
	0
	0

	
	-45/2
	-1
	0
	0
	0


	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4

	a1
	5/2
	
	
	
	

	a2
	5
	
	
	
	

	
	-20
	0
	0
	1/2
	1


Ez a feladat optimális megoldása!

Xopt
=(5/2, 5, 0│0)

Jelentése: Az I. termékből 5/2-et, a II. termékből 5-öt, és a III. termékből nem gyártunk!

zmin
=20
7. feladat
0,2x1
+0,3x2
+0,1x3
≥
 10

0,4x1
+0,2x2
+0,2x3
≥
 12

0,4x1
+0,5x2
+0,7x3
≤
 0,5(x1+x2+x3)

zmin= 5x1+4x2+2x3
        

x  > 0

2x1
+3x2
+x3
≥
100

4x1
+2x2
+x3
≥
120

-x1
+2x3

≤
0

z= 5x1+4x2+2x3→min

        

x > 0

2x1
+3x2
+x3
-x4
+y1
=
100

4x1
+2x2
+x3
-x5
+y2
=
120

-x1
+2x3
+x6


=
0

z= 5x1+4x2+2x3→min
        x > 0,    y > 0
z*: -y1-y2→max
z^: -5x1-4x2-2x3→max

	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	q1
	q2

	q1
	100
	2
	3
	1
	-1
	0
	0
	1
	0

	q2
	120
	4
	2
	2
	0
	-1
	0
	0
	1

	a6
	0
	-1
	0
	2
	0
	0
	1
	0
	0

	
	-220
	-6
	-5
	-3
	1
	1
	0
	0
	0


	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	q1

	q1
	40
	0
	2
	0
	-1
	1/2
	0
	1

	a1
	30
	1
	1/2
	1/2
	0
	-1/4
	0
	0

	a6
	30
	0
	1/2
	5/2
	0
	-1/4
	1
	0

	
	-40
	0
	-2
	0
	1
	-1/2
	0
	0


	
	
	-5
	-4
	-5
	
	
	

	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6

	-4
	a2
	20
	0
	1
	0
	-1/2
	1/4
	0

	-5
	a1
	20
	1
	0
	1/2
	1/4
	-3/8
	0

	0
	a6
	20
	0
	0
	5/2
	1/4
	-3/8
	1

	
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	
	-180
	0
	0
	-1/2
	3/4
	7/8
	0


 

	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6

	a2
	20
	0
	1
	0
	-1/2
	1/4
	0

	a1
	16
	1
	0
	0
	1/5
	-3/10
	-1/5

	a3
	8
	0
	0
	1
	1/10
	-3/20
	2/5

	
	-172
	0
	0
	0
	4/5
	4/5
	1/5


Egyedüli optimális megoldás van.

xopt
=(16, 20, 8│0, 0, 0)

Az 1-es nyersanyagból 16 egységet

    a 2-es nyersanyagból 20 egységet

    a 3-as nyersanyagból 8 egységet kell vásárolni

zmin
=176

Az egyes és kettes termékből annyit gyártunk, amennyit muszáj. A hulladék aránya éppen a megengedett szinten van. 

9. feladat

	
	1.    2.    3.

	I.

II.
	x1   x2    x3
x4   x5     -


2x1
+x2
+3x3


≤
400

3x1



+2x5
≤
600

x1+x4-100=x2+x3+x5 → x1-x2-x3+x4-x5=
100

   


x > 0

z= x1+x2+x3+x4+x5→max

2x1
+x2
+3x3


+x6=
400

3x1



+2x5
+x7=
600

x1
-x2
-x3
+x4
-x5
+y1=
100

x >0    
y >0
z=x1+x2+x3+x4+x5→max

z*=-y1→max
	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	q1

	a4
	400
	2
	1
	3
	0
	0
	1
	0
	0

	a7
	600
	0
	0
	0
	3
	2
	0
	1
	0

	q1
	1000
	1
	-1
	-1
	-1
	-1
	0
	0
	1

	
	-1000
	-1
	1
	1
	-1
	1
	0
	0
	0


	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7

	a4
	200
	0
	3
	5
	-2
	2
	1
	0

	a7
	600
	0
	0
	0
	3
	2
	0
	1

	a1
	1000
	1
	-1
	-1
	-1
	0
	0
	1

	
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	
	100
	0
	-2
	-2
	0
	-2
	0
	0


	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7

	a5
	100
	0
	3/2
	5/2
	-1
	1
	1/2
	0

	a7
	400
	0
	-3
	-5
	5
	0
	-1
	1

	a1
	200
	1
	1/2
	3/2
	0
	0
	1/2
	0

	
	300
	0
	1
	3
	-2
	0
	1
	0


	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7

	a5
	180
	0
	9/10
	3/2
	0
	1
	3/10
	1/5

	a4
	80
	0
	-3/5
	-1
	1
	0
	-1/5
	1/5

	a1
	200
	1
	1/2
	3/2
	0
	0
	1/2
	0

	
	460
	0
	-1/5
	1
	0
	0
	3/5
	2/5


	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7

	a2
	200
	0
	1
	5/3
	0
	10/9
	1/3
	2/9

	a4
	200
	0
	0
	0
	1
	-2/3
	0
	1/3

	a1
	100
	1
	0
	2/3
	0
	-5/9
	1/3
	-1/9

	
	1000
	
	
	0
	
	0
	
	




Az optimális termelési terv:
	Gép/Termék
	1.
	2.
	3.

	I.
	100
	200
	0

	II.
	200
	0
	-


Nincs kihasználatlan kapacitás.

	Folyamat/Termék
	1.tech
	2.tech
	1.tech
	2.tech
	Kapacitás

	A

B
	2

4
	4

1
	4

5
	1

2
	1000

1500

	Önköltség
	25
	20
	10
	15
	


11. feladat
                            I. termék                  II. termék

2x1
+4x2
+4x3
+  x4
≤
1000

4x1
+x2  
 +5x3
+2x4
≤
1500

x1  
+x2
           

=
150

                 
     x3
   + x4
=
200

                     x
≥0
z   = 25x1+0x2+10x3+15x4→min

z^ =-25x1-20x2-10x3-15x4→max

2x1
+4x2
+4x3
 +x4
+x5   
           

=
1000

4x1
+x2
+5x3
+2x4
       +x6
            =
1500

x1
+x2



   +y1

=
150

     x3
   +x4

          +y2
=
200

                     x
≥0   

                     y
≥0

z^ =-25x1-20x2-10x3-15x4→max

z*= -y1-y2→max
	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	q1
	q2

	a5
	1000
	2
	4
	4
	1
	1
	0
	0
	0

	a6
	1500
	4
	1
	5
	2
	0
	1
	0
	0

	q1
	150
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	0

	q2
	200
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	0
	1

	
	-350
	-1
	-1
	-1
	-1
	0
	0
	0
	0


Az utolsó táblázat:

	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6

	a3
	200/3
	
	
	
	
	
	

	a6
	750
	
	
	
	
	
	

	a2
	150
	
	
	
	
	
	

	a4
	400/3
	
	
	
	
	
	

	
	-5666,667
	5/3
	0
	0
	0
	5/3
	0


Egyedüli optimális megoldás:

            Xopt
=(0, 150, 200/3, 400/3│0, 750)

            zmin
=5666,667

Az I-es termékből a 2. technológiával 150 db-ot kell gyártani

A II-es termékből az 1. technológiával 200/3 db-ot kell gyártani
A második munkafolyamat kapacitásából 750 maradt.
12. feladat
	Gép/alkatrész
	1.
	2.
	Kapacitás

	A
	24
	12
	600

	B
	12
	8
	600


Kérdés: Melyik géppel, hány darabot gyártunk?

	
	1.
	2.

	A
	X1
	X2

	B
	X3
	X4


24 x1
+ 12 x2 

< 600

12 x3
+ 8 x4  < 600
x1

+x3 

= x2 + x4           
x1
-x2
+x3
-x4
 = 0

x > 0

zmax = x1 +x3
24 x1 
+ 12 x2

 + x4

= 600

12 x3    + 8x4 + x5 
= 600

x1 
- x2
+ x3 
– x4 
     +y1 
= 0
x > 0         
y > 0

z*max = - y1 
	B
	xb
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	q1

	a5
	600
	24
	12
	0
	0
	1
	0
	0

	a6
	600
	0
	0
	12
	8
	0
	1
	0

	q1
	0
	1
	-1
	1
	-1
	0
	0
	1

	
	0
	-1
	1
	-1
	1
	0
	0
	0


	B1
	xb
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6

	a5
	600
	24
	12
	0
	0
	1
	0

	a6
	600
	-12
	12
	0
	20
	0
	1

	a3
	0
	1
	-1
	1
	-1
	0
	0

	
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	
	0
	0
	-1
	0
	-1
	0
	0


Az első fázis vége!

A 2. fázis első táblázata!

	B2
	xb
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6

	a2
	50
	2
	1
	0
	0
	1/12
	0

	a6
	0
	-36
	0
	0
	20
	-1
	1

	a3
	50
	3
	0
	1
	-1
	1/12
	0

	
	50
	2
	0
	0
	0
	1/12
	0




	B3
	xb
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6

	a2
	50
	2
	1
	0
	0
	1/12
	0

	a4
	0
	-9/5
	0
	0
	1
	-1/20
	1/20

	a3
	50
	6/5
	0
	1
	0
	1/30
	1/20

	
	50
	1/5
	0
	0
	0
	1/30
	1/20


Megoldás:

	
	1.
	2.

	A
	-
	50

	B
	50
	-


Maximálisan tehát 50 termék gyártható.

Kihasználatlan kapacitás nincs!

13. feladat

	
	1.
	2.

	I.
	x1
	x 2

	II.
	x 3
	x 4

	III.
	x 5
	x 6


x1+2x2 ≤40

8x3+4x4≤100

2x5+2x6≤60

x 1+x3+x5≥50

x 2+x4+x6≥20

x ≥0

z=2x1+3x2+2x3+3x4+2x5+3x6 ( max

x1+2x2+x7=40

8x3+4x4+x8=100

2x5+2x6+x9=60

x1+x3+x5-x10+y1=50

x2+x4+x6-x11+y2=20

z=2x1+3x2+2x3+3x4+2x5+3x6 ( max

z= -y1-y2 (max

x ≥0 ; y≥0

	B0
	bo
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a 7
	a 8
	a 9
	a 10
	a 11
	q1
	q 2

	a7
	40
	1
	2
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	a8
	100
	0
	0
	8
	4
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0

	a9
	60
	0
	0
	0
	0
	2
	2
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0

	q1
	50
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	-1
	0
	-1
	0

	q2
	20
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	-1
	0
	1

	
	-70
	-1
	-1
	-1
	-1
	-1
	-1
	0
	0
	0
	0
	-1
	1
	0


	B1
	bo
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a 7
	a 8
	a 9
	a 10
	a 11
	q1

	a7
	40
	1
	2
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0

	a8
	20
	0
	-4
	8
	0
	0
	-4
	0
	1
	0
	0
	4
	0

	a9
	60
	0
	0
	0
	0
	2
	2
	0
	0
	1
	0
	0
	0

	q1
	50
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	-1
	0
	1

	a4
	20
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	-1
	0

	
	-50
	-1
	0
	-1
	0
	-1
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0


	B2
	bo
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a 7
	a 8
	a 9
	a 10
	a 11
	q1

	a1
	40
	1
	2
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0

	a8
	20
	0
	-4
	8
	0
	0
	-4
	0
	1
	0
	0
	4
	0

	a9
	60
	0
	0
	0
	0
	2
	2
	0
	0
	1
	0
	0
	0

	q1
	10
	0
	-2
	1
	0
	1
	0
	-1
	0
	0
	-1
	0
	1

	a4
	20
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	-1
	0

	
	-10
	0
	2
	-1
	0
	-1
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	0


	B3
	bo
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a 7
	a 8
	a 9
	a 10
	a 11

	a1
	40
	1
	2
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0

	a8
	20
	0
	-4
	8
	0
	0
	-4
	0
	1
	0
	0
	4

	a9
	40
	0
	4
	-2
	0
	0
	2
	2
	0
	1
	2
	0

	a5
	10
	0
	-2
	1
	0
	1
	0
	-1
	0
	0
	-1
	0

	a4
	20
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	-1

	
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	
	160
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	-2
	-3

	B4
	bo
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a 7
	a 8
	a 9
	a 10
	a 11

	a1
	40
	1
	2
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0

	a8
	20
	0
	-4
	8
	0
	0
	-4
	0
	1
	0
	0
	4

	a10
	20
	0
	2
	-1
	0
	0
	1
	1
	0
	½
	1
	0

	a5
	30
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	½
	0
	0

	a4
	20
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	-1

	
	200
	0
	4
	-2
	0
	0
	2
	2
	0
	1
	0
	-3


	B5
	bo
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a 7
	a 8
	a 9
	a 10
	a 11

	a1
	40
	1
	2
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0

	a11
	5
	0
	-1
	2
	0
	0
	-1
	0
	¼
	0
	0
	0

	a10
	20
	0
	2
	-1
	0
	0
	1
	1
	0
	½
	1
	1

	a5
	30
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	½
	0
	0

	a4
	25
	0
	0
	2
	1
	0
	0
	0
	¼
	0
	0
	0

	
	215
	0
	1
	4
	0
	0
	-1
	2
	¾
	1
	0
	0


	B6
	bo
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a 7
	a 8
	a 9
	a 10
	a 11

	a1
	40
	1
	2
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0

	a11
	25
	0
	-1
	2
	0
	0
	-1
	0
	¼
	0
	0
	1

	a6
	20
	0
	2
	-1
	0
	0
	1
	1
	0
	½
	1
	0

	a5
	10
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	½
	0
	0

	a4
	25
	0
	0
	2
	1
	0
	0
	0
	¼
	0
	0
	0

	
	235
	0
	3
	9
	0
	0
	0
	3
	¾
	3/2
	1
	0


Kiértékelés:

	
	1.
	2.

	I.
	40
	0

	II.
	0
	25

	III.
	10
	20


A maximális profit Zmax=235 egység.

14. feladat
	
	1     2      3

	A

B
	x1   x2    x3
x4   x5    x6


x1
+3x2
+2x3



≤
1000
2x4
+x5
+3x6
<
2000

Az ismert információk alapján feltehető hogy: x1+x4=x2+x5
Modell:

    x1
+3x2
+2x3



≤
1000

    


2x4
+x5
+3x6
<
2000

     x1
-x2

+x4
-x5

=
0

     

x3


+x6
=
300

        



x ≥0

     z=20x1+20x4→max

x1
+2x2
+3x3



+x7



=
1000

2x1
+x2
+3x3




+x8


=
2000

x1
-x2

+x4
-x5



+y1

=
0

x3


+x6



+y2
=
300

  





x,y ≥0

z=  20x1+20x4→max

z*= -y1-y2→max

	
	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8
	q1
	q2

	-1
	a7
	1000
	1
	3
	2
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	0

	
	a8
	2000
	0
	0
	0
	2
	1
	3
	0
	1
	0
	0

	
	q1
	0
	1
	-1
	0
	1
	-1
	0
	0
	0
	1
	0

	 
	q2
	300
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	1

	
	
	-300
	-1
	1
	-1
	-1
	1
	-1
	0
	0
	0
	0


	
	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8
	q1

	-1
	a7
	400
	1
	3
	0
	0
	0
	-2
	1
	0
	0

	
	a8
	2000
	0
	0
	0
	2
	1
	3
	0
	1
	0

	
	q1
	0
	1
	-1
	0
	1
	-1
	0
	0
	0
	1

	 
	a3
	300
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	0
	0

	
	
	0
	-1
	1
	0
	-1
	1
	0
	0
	0
	0


	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8

	a7
	400
	0
	4
	0
	-1
	1
	-2
	1
	0

	a8
	2000
	0
	0
	0
	2
	1
	3
	0
	1

	a1
	0
	1
	-1
	0
	1
	-1
	0
	0
	0

	a3
	300
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	0

	
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	
	0
	0
	20
	0
	0
	-20
	0
	0
	0


	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8

	a5
	400
	0
	4
	0
	-1
	1
	-2
	1
	0

	a8
	1600
	0
	-4
	0
	3
	0
	5
	-1
	1

	a1
	400
	1
	3
	0
	0
	0
	-2
	1
	0

	a3
	300
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	0

	
	8000
	0
	60
	0
	-20
	0
	-40
	20
	0


	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8

	a5
	1000
	0
	4
	2
	-1
	1
	0
	1
	0

	a8
	100
	0
	-4
	-5
	3
	0
	0
	-1
	1

	a1
	1000
	1
	3
	2
	0
	0
	0
	1
	0

	a6
	300
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	0
	0

	
	20000
	0
	60
	40
	-20
	0
	0
	20
	0


	B
	xB
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8

	a5
	3100/3
	
	
	
	
	
	
	
	

	a4
	100/3
	
	
	
	
	
	
	
	

	a1
	1000
	
	
	
	
	
	
	
	

	a6
	300
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	20666,667
	0
	100/3
	20/3
	0
	0
	0
	40/3
	20/3


Az  a1  a4   a5   a6   →  0,  ezért  optimális megoldás  mert ezek vannak a bázisban!

Kiértékelés:
Az egyedüli optimális megoldás:

	
	1                2               3

	A

B
	1000

100/3     3100/3        300


      6200/3  egység  keverék lesz.

      Zmax=20666,667

      Mindkét gép időkapacitását elhasználtuk.

15. feladat
	Gépsor/ Alkatrész
	1
	2
	3
	Kapacitás
	Gépktg.

	A
	1
	3
	4
	20
	3

	B
	2
	1
	3
	35
	2

	
	15
	
	10
	
	


x1 + 3 x2 + 4 x3

 
< 20

2 x4 + x5 + 3 x6 
< 35

x1 – x2 


+ 3 x6 – x5 
= 0

x 




> 0

Zmax = 15* (x1 + x4) + 10* (x3 + x6) – gépköltség

Gépktg: 3* (x1 + 3x2 + 4x3) + 2* (2x4 + x5 + 3 x6)

Zmax = 12 x1- 9x2 -2 x3 – 11x4 - 2x5 + 4x6
x1 + 3 x2 + 4 x3 + x7   
= 20

2 x4 + x5 + 3 x6 + x8 
= 35

x1- x2 + x4 –x5 + y1 
= 0

Zmax = 12 x1 – 9 x2 – 2 x3 – 11 x4 – 2 x5 + 4 x6
Zmax z* = -y1                                                                                        
x > 0        
y > 0
	B
	xb
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8
	q1

	a7
	20
	1
	3
	4
	0
	0
	0
	1
	0
	0

	a8
	35
	0
	0
	0
	2
	1
	3
	0
	1
	0

	q1
	0
	1
	-1
	0
	1
	-1
	0
	0
	0
	1

	
	0
	-1
	1
	0
	-1
	1
	0
	0
	0
	0


	B1
	xb
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8

	a7
	20
	0
	4
	4
	-1
	1
	0
	1
	0

	a8
	35
	0
	0
	0
	2
	1
	3
	0
	1

	a1
	0
	1
	-1
	0
	1
	-1
	0
	0
	0

	
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	
	0
	0
	-3
	2
	1
	-10
	-4
	0
	0



A második fázis első táblázata!
	B2
	xb
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8

	a5
	20
	0
	4
	4
	-1
	1
	0
	1
	0

	a8
	15
	0
	-4
	-4
	3
	0
	3
	-1
	1

	a1
	20
	1
	3
	4
	0
	0
	0
	1
	0

	
	200
	0
	37
	42
	-9
	0
	-4
	10
	0


	B3
	xb
	a1
	a2
	a3
	a4
	a5
	a6
	a7
	a8

	a5
	25
	0
	8/3
	8/3
	0
	1
	1
	2/3
	1/3

	a4
	5
	0
	-4/3
	-4/3
	1
	0
	1
	-1/3
	1/3

	a1
	20
	1
	3
	4
	0
	0
	0
	1
	0

	
	245
	0
	25
	30
	0
	0
	5
	7
	3


Megoldás:

	
	1.
	2.
	3.

	A
	20
	-
	-

	B
	5
	25
	-


Kihasználatlan kapacitás nincs.

Összesen 25 db készterméket gyártunk.
 

Zmax= 245    (az összes bevétel – ( 1. gép költsége+ 2. gép költsége) )

Zmax= 25*15 – (20*3+ 35*2)= 245 

